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Motivation

Modell, Formalisierung und natirliche Sprache.
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Motivation

Beispiel ,Graphentheorie®.
Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E).

Frage:
Ist G nicht zusammenhangend?

D. h., gibt es zwei Knoten z,y € V, x # y, die nicht Gber einen Pfad miteinander
verbunden sind?

N1 Ny
n2
N5 nz

ns

ng Ne

O

V = {n17 na, n3, N4, N5, Ng, N7, n8}

E = {{n1,no}, {n2,n3}, {na, ns}, {ns,ne}, {ns, nr}}



Motivation

Beispiel ,Graphentheorie“ — Formalisierung der Frage.

1. Reprasentation von G:
(a) Far alle Knoten x,y mit {z,y} € E, schreibe:

Kante(z,y) N Kante(y, x)

(o) FUr alle Knoten z,y mit {z,y} & E, schreibe:
—(Kante(xz,y) A Kante(y, z)) ~ -Kante(x,y) V ~Kante(y, x)

2. Axiomatisierung (= Modellbildung) der Erreichbarkeit:

Kante(z,y) V )

Va,y : Pf&d(% y) A ( =P Pfad(x, Z) A Pfad(z,y)

3. Formulierung der Frage:
dz,y . —Pfad(x,y)



Motivation

Beispiel ,Graphentheorie“ — alternative Axiomatisierung.

1. Reprasentation von G:
(a) Far alle Knoten x,y mit {z,y} € E, schreibe:

Kante(x,y)

(o) FUr alle Knoten z,y mit {z,y} & E, schreibe:
—Kante(z,y)

2. Axiomatisierung (= Modellbildung) der Erreichbarkeit:

Kante(x,y) V
Va,y: Pfad(z,y) < Kante(y,z) V
dz . Pfad(x,z) N Pfad(z,y)

3. Formulierung der Frage:
dz,y . —~Pfad(x,y)



Motivation

Beispiel ,,Blocks World*.
I
E
C

Anordnung

o Auf einem Tisch stehen Wirfel neben- und Gbereinander; es gibt gentigend
Platz, um alle Warfel nebeneinander zu stellen.

o Es gibt eine Greifhand, die genau einen Wirfel zur Zeit aufheben kann, falls
kein anderer Uber diesem steht.

o Ein Warfel steht entweder auf dem Tisch oder auf genau einem anderen
Woirfel oder wird von der Greifhand gehalten.

o Mit der Greifhand kann man die folgenden Operationen ausfihren:
— PICKUP(x): Wirfel x vom Tisch aufnehmen.
— PUTDOWN(x): Warfel x auf den Tisch absetzen.
— STACK(x,y): Wurfel x auf einen anderen Warfel y setzen.
— UNSTACK(x,y): Wirfel x von einen anderen Warfel y herunternehmen.



Motivation

Beispiel ,,Blocks World*.
I
E
C

Aufgabe

Generierung eines Plans (Folge von Operationen), um einen Anfangszustand in
einen Zielzustand zu Gberfuhren.



Motivation
Charakteristika der Pradikatenlogik erster Stufe:

o Die Aussagen beziehen sich auf Objekte.
Vx : Gross(x) — Schwer(z)

Gross(Auto)
Klein(Apfel)

In der Aussagenlogik gilt eine Aussage pauschal; sie kann nicht auf ein Objekt bezogen
werden:

Gross — Schwer

Auto N (Auto — Gross)

Apfel N (Apfel — Klein)

Konsequenz sind objekispezifische Regeln:
Gross_Auto — Schwer Auto
Klein_Apfel — Leicht_Apfel

o Objekte kdnnen in eine Relation gestellt werden.

o Aussagen kénnen fur alle Objekte formuliert werden — oder flir einzelne
Objekte, deren ldentitat aber nicht bekannt ist.

o Die Verknlpfung von Aussagen ist wie in der Aussagenlogik moglich.



Bemerkungen:

O Der Begriff ,Pradikatenlogik erster Stufe® charakterisiert die Beschranktheit der
Pradikatenlogik: Es kdnnen keine Meta-Aussagen Uber Pradikate und Funktionen gemacht
werden:

,FUr alle Pradikate / Funktionen gilt ... “
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Syntax der Pradikatenlogik

Definition 1 (Sprache der Pradikatenlogik, Signatur)
Zeichen, mit denen Terme (die ,Objektbezeichner®) konstruiert werden:

o Variablen: z,y,z,..., 21,29, 73. ..
Konstanten: a,b,c,...,a1,b9,c3,. ..

Funktionssymbole: f,q,h, ..., f1, fo, f3,...
Abzahlbar unendlich viele Symbole mit beliebiger, aber fester Stelligkeit > 1.

o Hilfszeichen: ()

Zeichen, mit denen Formeln (die ,Aussagen Uber Terme*®) konstruiert werden:

o Pradikatssymbole: P,Q.R,..., P, P, P, ...
Abzahlbar unendlich viele Symbole mit beliebiger, aber fester Stelligkeit > 1.

o Junktoren: —, A, V, —, <
o Quantoren: V, 3
a Hilfszeichen: ( )

Frage: Was sind Pradikate?



Syntax der Pradikatenlogik

Definition 2 (Terme)
Die Klasse der Terme tber X wird induktiv definiert durch die folgenden vier
Schritte.

1. Jede Variable ist ein Term.

2. Jede Konstante ist ein Term.

3. Sindty,...,t, Terme und f eine n-stellige Funktion,
so ist auch f(ty,...,t,) ein Term.

4. Nur die mit (1) — (3) gebildete Ausdrlcke sind Terme.

Beispiele.



Syntax der Pradikatenlogik

Definition 3 (pradikatenlogische Formeln)
Die Klasse der pradikatenlogischen Formeln wird induktiv definiert durch die
folgenden flnf Schritte.
1. Sind t,...,t, Terme und P eine n-stelliges Pradikatssymbol,
so ist P(ty,...,t,) eine Formel bzw. Primformel.
2. lIst o eine Formel, so ist auch (—«) eine Formel.
3. Falls a und g Formeln sind,
so sind auch (a A ), (aV ), (&« — 8) und (a < ) Formeln.

4. Falls o eine Formel ist und z eine Variable,
so sind auch (Vz ) und (3x «) Formeln.

5. Nur die mit (1) — (4) gebildete Ausdrticke sind Formelin.

Welche der folgenden Ausdrlicke sind Formeln?

dz P(z, f(z)) Vo Pz, f(x)) V 3z P(Q(2))

g(f(x), x3) Vv 3z Q(z)
Jz Jy 3z P(x1) dz Vo dv R(x, x, )



Bemerkungen:

Q Formeln machen Aussagen Uber Terme.



Syntax der Pradikatenlogik
Beispiele.
o Klammereinsparung:
(Ve (Jy (P(x) vV Q(z, f(y)))))

~ Vo Jy (Px) vV Qz, fy)))
o mehrfache Quantifizierung:

Vi (P(x)V Vx Q(x))
o Verbindung Uber Variablen:
Vo (P(x) = P(f(x)))
o Quantorenreihenfolge kann wichtig sein:
Vo Jy(P(x)VQ(y) # JyvVe(P(z)VvQy))

o freie Variablen:
P(x) vV Vy Qy)



Syntax der Pradikatenlogik
Beispiel ,Stetigkeit in z(".

Ve 36V (Jzg — 2| <6 = |f(xo) — flz)| <é)



Syntax der Pradikatenlogik
Beispiel ,Stetigkeit in z(".

Ve 36V (Jzg — 2| <6 = |f(xo) — flz)| <é)

~ Vo Jzs Vo (K(a(d(xg,x)), 25) — K(a(d(f(xg)), f(x)),z:))



Syntax der Pradikatenlogik
Bindungsstarke:

1. -, v, 3
2. N

3. V

4., —,

Gleichstarke Operatoren werden als linksgeklammert aufgefasst.



Syntax der Pradikatenlogik

o Sprachgebrauch:
P(ty,...,t,) Primformel
P(ty,...,t,) positives Literal
-P(ty,...,t,) negatives Literal

o Die Verwendung von 0-stelligen Funktionen erlaubt einen Verzicht auf
Konstanten:
f() entspricht a;

o Die Verwendung von 0-stelligen Pradikate macht die Aussagenlogik zu einer
Teilsprache der Pradikatenlogik:

P() entspricht A



Syntax der Pradikatenlogik

Definition 4 (enthaltene Variablen)

Far Terme t und Formeln o der Pradikatenlogik definieren wir die Menge vars(t)
bzw. vars(a) der Variablen in ¢t bzw. o wie folgt:

1.

Ist ¢ eine Variable, t = x, so ist vars(t) = {«}.

2. Istt eine Konstante, t = a, so ist vars(t) = 0.

3. Istt = f(t1,...,t,) mit Termenty,... t, soist vars(t) = |J;_, vars(t;).

4. Ista = P(ty,...,t,) mit Termen ¢y, ..., t,, soist vars(«) = |J._, vars(t;).

5. Ist a = =g mit einer Formel 3, so ist vars(«) = vars(p).

6. Fallsa=0A~y,a=08V~y,a=F— ~vyodera=p <« v mit Formeln 5 und ~,
so ist vars(«a) = vars(5) U vars().

7. Falls a =Vx $ oder o = dx S mit einer Formel g und einer Variablen z,

so ist vars(a) = vars(f) U {z}.



Syntax der Pradikatenlogik

Definition 5 (gebundene und freie Variablen)

Far Formeln o der Pradikatenlogik definieren wir die Mengen freevars(«) der freien
Variablen und boundvars(a) der gebundenen Variablen wie folgt:

1. Ista = P(ty,...,t,) mit Termenty, ... t,,
so ist freevars(a) = |J;_, vars(t;) und boundvars(a) = 0.
2. Ist a = -4 mit einer Formel z,
so ist freevars(a) = freevars() und boundvars(«) = boundvars(3).
3. Fallsa=pA~y,a=06V~y,a=— vyodera=/ <+ ~ mitFormeln 5 und ~,

so ist freevars(a) = freevars(3) U freevars(~y) und
boundvars(«) = boundvars() U boundvars(~).

4. Falls o = Vx g oder o = Jdz  mit einer Formel 5 und einer Variablen x,

so ist freevars(«) = freevars(3) \ {z} und
boundvars(a) = boundvars(5) U {z}.



Syntax der Pradikatenlogik

Definition 6 (geschlossene Formel)
Eine Formel o« mit freevars(«) = () wird als geschlossene Formel bezeichnet.

Welche der folgenden Ausdricke sind geschlossene Formeln?
dz Pz, f(z))
Vo Pz, f(x)) vV 3z Q(z)

Vo g(f(x), z3)
Vz dz Q(x, 2)

dx Jy 3z P(x1)



Bemerkungen:
a Ob es sich bei einer Variable um eine freie oder eine gebundene Variable handelt, muss fur
jedes Vorkommen dieser Variable festgestellt werden.
Q Beispiel: a = P(x, f(z)) V 3z Q(x)
x kommt in a sowohl gebunden als auch ungebunden vor.



Kapitel L:llI
lll. Pradikatenlogik

Motivation

Syntax der Pradikatenlogik
Semantik der Pradikatenlogik
Wichtige Aquivalenzen

I I N I

Einfache Normalformen
Substitution
QO Skolem-Normalformen

U U

Q Standard-Erflllbarkeit
Pradikatenlogische Resolution
a Grenzen der Pradikatenlogik

U

L:Ill-24  Pradikatenlogik O©LETTMANN/STEIN 2023



Semantik der Pradikatenlogik

Definition 7 (Interpretation)
Eine Interpretation Z besteht aus
1. einer beliebigen aber nicht leeren Menge ¢/, dem Universum (Grundmenge,
Grundbereich, Individuenbereich) und

2. einer Abbildung aller Variablen, Konstanten, Funktionssymbole und
Pradikatssymbole einer (durch eine Formel « induzierten) Signatur >:

r — I(x) €U, x ist Variable

a +— Z(a) €U, a ist Konstante
O = I(f) U = U, ™) ist n-stelliges Funktionssymbol
P — I(P)CU", P ist n-stelliges Pradikatssymbol
Alternative:

P" — I(P):U" — {0,1}, P ist n-stelliges Pradikatssymbol



Bemerkungen:

0 Im folgenden wird auch z;; abkirzend fur Z(z), ay fir Z(a), fy far Z(f™) und By fir
Z(P™) verwendet.

O Wie auch in der Aussagenlogik sind in der Pradikatenlogik fir die Bewertung einer Formel
nur die Interpretationen der in ihr vorkommenden Symbole entscheidend (siehe

Koinzidenztheorem fur die Aussagenlogik). Wird nur eine Bewertung einer Formel gesucht,

so werden auch nur Interpretationen fir die vorkommenden Symbole angegeben und nicht
flr eine zugrunde liegende Sprache.


https://webis.de/downloads/lecturenotes/logics/unit-de-propositional-basics.pdf#coincidence-theorem

Semantik der Pradikatenlogik
Beispiel.

a =V Pz, f(x)) A Qg(a, 2))
P ist ein zweistelliges und @ ist ein einstelliges Pradikatssymbol.
f ist ein einstelliges und g ist ein zweistelliges Funktionssymbol.
a ist ein nullstelliges Funktionssymbol bzw. eine Konstante.
Die Variable z kommt in « frei vor.

Eine zu « syntaktisch passende Interpretation Z:

U = {0,1,2,..} =N
Z(P) = PBy={(m,n)|mmneldundm <n}
Z(Q) = Qu={nel]|nistPrimzahl}
Z(f) = fu=mn+1, die Nachfolgerfunktion auf &/
Z(g) = gu=m+n, die Additionsfunktion auf ¢/
IZ(a) = ay=2
I(z) = z4=3



Semantik der Pradikatenlogik

Definition 8 (Interpretation — Fortsetzung)

Die Abbildung der Variablen und Konstanten auf Elemente von i/ lasst sich induktiv
erweitern zu einer ebenfalls mit Z bezeichneten Interpretation der Terme:

Z(f(tr,....t) =Z(/)Z(tr), ..., Z(t,))



Bemerkungen:

0 Beachte, dass bis vor dieser Definition nur Z(f), Z(z) und Z(a) fur die Funktionssymbole,
Variablen und Konstanten einer Signatur X definiert war. Uber die Interpretation der

Anwendung einer Funktion auf Argumente, in Zeichen: I(f(tl, e ,tn)>, war nichts gesagt.

Das holt diese Definition nach, indem sie I(f(tl, . ,tn)> als die Anwendung von Z( f) auf
die Interpretationen Z(t;) ihrer Argumente ¢; definiert.

O Beider folgenden Definition wird im Prinzip das Gleiche auch fur die Pradikate gemacht: lhre
Interpretation wird erweitert auf die Interpretation beliebiger Formeln.



Semantik der Pradikatenlogik

Definition 9 (Interpretation — Fortsetzung)

Den Formeln kdnnen Wahrheitswerte zugewiesen werden durch eine auf der
Interpretation der Terme basierende Funktion, die wieder mit Z bezeichnet wird:

1. TZ(P(t,...,t) =1 & T(P)(Z(t1),...,I(t,) € I(P).

Alternative:
Z(P(ty,... t,) =Z(P)Z(t1),...,Z(t,))
2. I(-a)=1 < Z(a) =0
3. Z(anp)=1 < Z(o) =1 und Z(B) = 1.
aVp)=1 < I(a) =1 oder Z(B) = 1.

Ve a)=1 & firjedes zy €U gilt: Zjz/zyl(a) =1
dr a) =1 < esein zy €U gibt mit: Z[z/zyl(a) = 1.

Dabei bezeichnet Z[z/x;] eine Interpretation, die mit Z vollig Gbereinstimmt bis
auf die Zuweisung eines Wertes an die Variable z, die unter Z den Wert Z(z),
unter Z[x/xy] jedoch den Wert z;, erhalt.



Semantik der Pradikatenlogik

Lemma 10 (Koinzidenztheorem)
Seien 7, und Z, zwei Interpretationen fur eine pradikatenlogische Formel «, X, die
von « induzierte Signatur. Stimmen Z; und Z, auf >, Gberein, so Qilt Z;(«) = Zy(«a)

Beweis (Skizze)
Ty=1I, = 1Li(t)=2It
(Induktion Uber Aufbau von ¢ € Tx,)

T = ounday €U = Tilz/xy| =0 Dlr/xy)

I =4 1o = Il(cv) = IQ(CV)
(Induktion Gber Aufbau von «)



Semantik der Pradikatenlogik

Beispiel.
a=VrxdyP(x,y) NV z(P(z,z) — P(z, f(z))> A —P(a,a)
Eine zu « syntaktisch passende Interpretation Z:

uU = {1,2} I(a> = ay=1
Z(f) = fu fu(l)=2, fu2)=1
I(P) = Iu= {(172)7(271)}

Offensichtlich gilt fir diese Interpretation:

Fir alle x;, € {1,2} gibt es ein y, € {1,2} mit (xy, yu) € Pu.
= Flr alle 7y, € {1,2} gibt es ein y, € {1,2} mit Z;, /0, 11y /00 (P2, 9)) = 1.
= Faralle vy, € {1,2} gilt: Z(, ),/ (3yP(x,y)) = 1.
= Z(Vz3dyP(z,y)) =1
Weiter gilt fur Z:

Fur alle z, € {1, 2} gl't mit (Zu, Zu) € P, auch (Zu, fu(Zu)) e by.
= Foralle z, € {1,2} qilt 7. . ,(P(z, 2) = P(z, f(2))) = L.
= Z(Vz(P(z,2) = P(z, f(2)))) =1

Da auch noch (1,1) ¢ Py gilt, folgt insgesamt Z(«) = 1, diese Interpretation Z erfillt also die
pradikatenlogische Formel a.



Semantik der Pradikatenlogik

Analog zur Aussagenlogik seien folgende Begriffe definiert:

erfullbar
falsifizierbar
tautologisch
widerspruchsvoll

o U 0o U

a logische Aquivalenz
o Erflllbarkeitsaquivalenz

o semantische Folgerung

o Die Formellange als Summe der Anzahlen von Vorkommen von Zeichen der
Signatur, d.h. Konstanten, Variablen, Funktionen und Pradikate.



Semantik der Pradikatenlogik

Lemma 11
Seien a und § pradikatenlogische Formeln, dann gilt:

1. aEp < (an-p)ist widerspruchsvoll.

2. aEf & axaAp

3. «istwiderspruchsvoll < Fir alle Formeln v gilt: a =~

4. «ist widerspruchsvoll <« Es gibt eine Formel v mit: (« =~ und a | —7)

Lemma 12 (Deduktionstheorem)

Seien o« und § pradikatenlogische Formeln und M eine Menge solcher Formeln,
dann gilt:

MU{a}EB = ME((a—p)
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Wichtige Aquivalenzen

Lemma 13

Sei « eine pradikatenlogische Formel, v eine Teilformel von o und § eine Formel mit
v = 0.

Weiterhin sei 5, das Ergebnis der Ersetzung eines Vorkommens von v in . durch §.
Dann gilt:

a = P

Spezialfall:

Sei 3, das Ergebnis der Ersetzung aller Vorkommen von ~ in o durch 4. Dann gilt:
o = [,

Wie in der Aussagenlogik ist dieses Lemma zusammen mit den nachfolgenden
Aquivalenzen die Basis fur die Tranformation von Formeln in Normalformen.



Wichtige Aquivalenzen

Vererbung arf = ~arx-f
ar~f = YyANaxyABundyVax=yVpS
axf = dra=xdzrfundVea=xVzf

Negation R

ldempotenz aV oo
alNoa~x«o

Kommutativitat oV 8~ 8V «

alAf~pPBAN«
Assoziativitit (aV B)Vo=x=aV (8V o)
aANB)No~al(BAo)

(Vv B)
(@A B)
Distributivitat (o A )
(Vv B)

De Morgan —(aAf)=-aV-p



Wichtige Aquivalenzen (Fortsetzung)

Quantorwechsel —(Jdza) ~ Vr(-a) und = (Vea) ~ Jz(-a)
Quantortausch drdya ~ Jydra und VaVya ~ VyVza

Quantorzusammenfassung Jra V Jxf ~ Jz(a V §) und
Vea AVzfp ~ Vr(a A p)

Quantorelimination Falls x ¢ freevars(a) gilt:
Jra =~ aund Vza =~ o

Quantifizierung Falls x ¢ freevars(p) qilt:
Jra A f =~ Jx(a A ) und

)
dra V f ~ Jdx(a Vv ) und

)

)

Vea A B = Vr(aAp
Vea VvV ~Vz(aV B

und

Umbenennung Falls ' ¢ vars(a) gilt:
Jra ~ dr'alr /2| und Voo ~ Vi'alz /2]

alx/x'] bezeichne die Ersetzung aller Vorkommen von z durch z'.



Wichtige Aquivalenzen
Folgende Aquivalenzen gelten nicht:
1. dzandzf % Jz(aAp)

2. VraVvVrf # Vz(aVp)

Welche Seite ist strenger?

Zul. < Jz(anf) =~ Fr3w (alz/z)ABlw/z A(x1 = 2) )

u2. =

Beispiel:
a = P(z) und g =-P(x)
U =7, die Menge der ganzen Zahlen

Z(P) = By mit Py(z) gdw. ,z ist gerade”



