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Grenzen der Pradikatenlogik

Dadurch, dass wir bisher keine Moglichkeit vorgesehen haben, in den Formeln die
|dentitat zweier Objekte zu formulieren, gibt es zu jeder Formel, die Gber einem
endlichen Bereich erflllt werden kann, auch eine erflillende Interpretation tUber
einem unendlichen Bereich.

Wir nehmen daher fir die Aussage des nachsten Satzes noch zusatzlich ein

zweistelliges Pradikat “=" zu den Pradikatssymbolen hinzu, das wir aufgrund der
leichteren Lesbarkeit in Infix-Notation verwenden:

t1 = to.

Interpretationen missen dieses Pradikat “=” so interpretieren, dass es die
Gleichheit Gber dem Grundbereich der Interpretation ist. Bei einer Interpretation mit
Grundbereich N ist “=” also die Ubliche Gleichheit zwischen natlrlichen Zahlen, die
nur zutrifft, wenn es sich um die gleiche Zahl handelt. Fir eine
Herbrand-Interpretation Z gilt Z(¢; = t;) = 1 genau dann, wenn es sich bei Z(¢;) und
Z(t2) um dieselbe Zeichenkette handelt.



Bemerkungen:

a Oft wird in der Literatur das “="-Symbol flr das Gleichheitspradikat vereinbart.
Im Gegensatz zu den anderen Pradikatssymbolen wie P, Q), R ist die Interpretation von “="
schon festgelegt: Z(=) ist das Gleichheitspradikat Gber dem Grundbereich U/ der
Interpretation Z; es ist zweistellig und es ist wahr, wenn sich die Interpretationen der
Argumente nicht unterscheiden.

0 Das Gleichheitspradikat lasst sich auch mit den Mitteln der Pradikatenlogik einfihren, indem
flr ein beliebiges Pradikatssymbol Formeln definiert werden, die wie fir die Gleichheit die
Eigenschaften einer Aquivalenzrelation und die Vertraglichkeit mit Funktionen und
Pradikaten zu axiomatisieren.



Grenzen der Pradikatenlogik
Durch die Gleichheit hat man nun die Moglichkeit, bestimmte Anzahlen von
Elementen in Grundbereichen erflllender Interpretationen zu fordern.

Zwar konnten wir bisher schon durch einstellige Pradikate ausdricken, dass eine
Mindestanzahl von Objekten existieren muss, beispielsweise setzt

P(a) N —=P(b) AN =P(c) N Q(b) N =Q(c)

mindestens drei Elemente im Grundbereich einer erflllenden Interpretation voraus,
aber wir hatten keine Moglichkeit zur Angabe von oberen Schranken.
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Die Formel

B = dxy...dx, /\ T # Tj

1<i<j<n
hat nur erflllende Interpretationen mit Grundbereichen mit mehr als n Elementen.

Die Formel

Vi :—Elajl...Elany< \/ y-a:i)

1<i<n
hat nur erflllende Interpretationen mit Grundbereichen mit héchstens n Elementen.
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Satz 38

Endlichkeit ist nicht axiomatisierbar,
d.h. es gibt keine Formelmenge M, so dass fur jede Interpretation Z gilt:
7 erfullt M genau dann, wenn Z einen endlichen Grundbereich hat.

Beweis (Skizze)
Der Beweis des Satzes wird indirekt gefuhrt.

Man nimmt an, dass eine Formelmenge M mit der Eigenschaft des Satzes existiert.
Diese Formelmenge kann man um die Formelmenge {5, | n > 2} erweitern. Die so
entstandene Formelmenge M’ ist nach dem Endlichkeitssatz erfillbar, wenn jede
endliche Teilmenge M/ erflllbar ist. Jede endliche Teilmenge M’ der Formelmenge
enthalt aber nur endlich viele 3,. Der maximale Index der 5, sei k. Also gilt

M! C MU{ps,..., B} und letztere Menge wird erfillt von jeder Interpretation mit
einem Grundbereich von mindestens k Elementen. Da aber fir {3, | n > 2} eine
erflllende Interpretation einen unendlichen Grundbereich haben muss, erhalt man
einen Widerspruch.



