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Syntax der Aussagenlogik

Definition 1 (Sprache der Aussagenlogik)

Die Sprache der Aussagenlogik besteht aus ¥ = { A, A1, Ao, ...}, einer abzahlbar
unendlichen Menge von Atomen und folgenden Hilfszeichen:

N, V, =, =, <> Junktoren
(, ) Klammern

Definition 2 (aussagenlogische Formeln liber )
1. Primformel.
2. logisches Nicht.
3. logisches Und, logisches Oder.

4. logische Implikation, logische Aquivalenz.

5. Nur die mittels (1) - (4) gebildeten Ausdriicke sind Formeln.



Bemerkungen:

a

Im allgemeinen Fall beschreibt > eine Signatur mit einer Menge von Sorten und einer Menge
von Operationen auf diesen Sorten. Die Signatur bezeichnet die Stelligkeit, die Reihenfolge
und die Typen der Argumente einer Funktion. Eine Sorte bzw. Grundbereich ist eine Menge
von zuldssigen Werten flr ein Argument einer Funktion.

Es handelt sich bei der Menge der Formeln um eine induktiv definierte Menge
(Sprachgebrauch auch: rekursive Definition). Neue Elemente werden aus bereits bekannten
nach einem festgelegtenen Konstruktionsschema aufgebaut.

Klammern gehdéren zur Formel; sie machen ihre Struktur eindeutig. Klammern werden nur
aufgrund von Einsparungsregeln nicht mehr angegeben.

Beispiele:

S ={AB,C,...,P,Q.R,..., Ay, A1, Ay, .. .}

keine Formeln:

/\A/E;/\A
J
<
Z



Syntax der Aussagenlogik
Vereinbarungen:

1. Y wird nicht mehr explizit festgelegt.

2. AB,C,....P,Q,R,... Ay Ay, Ay, ... bezeichnen Atome.
3. a,B,7,...,0,0,7,...,qp, 1,00, ... bezeichnen Formeln.
4

oo, By, o0, T, L g, a, Qe ... Werden auch als Platzhalter zur
Beschreibung von Formeln bestimmter Struktur verwendet.

Beispiele:

(o — )

(p — A)

(B = ¢)

((p = ¥) < ((mp) V1))
((p V)= @)

(o = (@ Vo))



Syntax der Aussagenlogik

Definition 3 (atoms(«))

Die Funktion atoms(«) bezeichnet die Menge der in o vorkommenden Atome und
ist wie folgt definiert.

1. atoms(A) .= {A}
2. atoms(—«) = atoms(«)

3. atoms(aV ) = atoms(a A 3) := atoms(«) U atoms(3)
4 (

. atoms(a — () = atoms(a + () := atoms(a) U atoms(3)

Die Funktion atoms(«) ist endlich; es gilt atoms(a) C ¥..



Syntax der Aussagenlogik

o Bindungsstarke:

1. — bindet starker als A.
2. A bindet starker als V.
3. V bindet starker als — und «

o Klammereinsparung:

1. A, V, < werden als linksgeklammert angesehen.
2. — wird als rechtsgeklammert angesehen.
3. — muss immer geklammert werden.

o Mengenschreibweise:

{a, B,7,...} soll verstanden werdenals a ASAvYA ...



Bemerkungen:

a

In der Mengenschreibweise kann die Menge unendlich viele Formeln enthalten; eine Formel
kann aber nur aus endlich vielen Teilformeln bestehen. Mengenschreibweise und
Konjunktion von Formeln sind also nicht gleichwertige Alternativen, unter denen wir wahlen
kénnen. Stichwort: Herbrand-Expansion

A, V, < sind assoziativ; — ist nicht assoziativ (wird spater gezeigt).

Im Zweifelsfall immer Klammern verwenden, z. B. zur Gruppierung von Aussagen in
Aquivalenzen.

Beispiele:

(=((AV (=B)) A ((mA) V ((=B) A (=(=0)))))) lasst sich schreiben als
(AV=B) A (mAV (=B A ==0)))

(((mA) vV B) Vv D)V (-E)) lasst sich schreiben als

-AV BV DV -FE

J



Syntax der Aussagenlogik

Definition 4 (Formellange |a|)
Die Funktion |«| zahlt die Anzahl der Symbole in o und ist wie folgt definiert.

1. ’A‘l =1
2. ](—a)h = |Oz|1 + 3

3. [(aAB)h=|(aVpB):=lal+|Bl+3
4. [(a = B)[i =[(a+ Bl :=|ali +[Bi +3

Vergroberung:

0 |« zahlt nur die tatsachlich gesetzten Klammern.
0 |als; zahlt keine Klammern.

Beispiele:

[=(=AV =B
[=(=AV =B)l2
[=(=AV B3



Syntax der Aussagenlogik

Definition 4 (Formellange |a|)
Die Funktion |«| zahlt die Anzahl der Symbole in o und ist wie folgt definiert.

1. ’A‘l =1
2. ](—a)h = |Oz|1 + 3

3. [(aAB)h=|(aVpB):=lal+|Bl+3
4. [(a = B)[i =[(a+ Bl :=|ali +[Bi +3

Vergroberung:

0 |« zahlt nur die tatsachlich gesetzten Klammern.
0 |als; zahlt keine Klammern.

Beispiele:

~(~AV -B)|; = 14
[=(=AV =B)l; =38
[=(=AV =B)l3 =6
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Semantik der Aussagenlogik

Definition 5 (Bewertung, Interpretation)
Sei ¥ ein Vorrat von Atomen. Eine Abbildung

7% —{0,1}

heil3t Bewertung oder Interpretation der Atome in ..



Bemerkungen:

a

Atome werden unabhangig voneinander bewertet. Die Bewertung eines Atoms hangt nicht
von der Bewertung anderer Atome ab.

Zweiwertigkeits- oder Bivalenzprinzip, Satz vom ausgeschlossenen Dritten: Atome kbnnen
nur die Wahrheitswerte wahr ,1“oder falsch ,,0“annehmen.

Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch: Atome kénnen nur einen Wahrheitswert erhalten.

Angenommen, das Atom A stehe flur die Aussage ,Es regnet”.
Die Semantik von A besteht in der Zuordnung des Wertes ,,0“ oder ,1“ zu A.

Wir verkntpfen mit dem Wert ,,0“ den Sachverhalt, dass die Aussage, flr die A steht, falsch
ist. Mit dem Wert ,1“ verknlpfen wir den Sachverhalt, dass die Aussage, fur die A steht, wahr
ist.

Die ,wahre” Semantik von A ist die Semantik der Realitat. Sie muss nicht mit der durch Z
festgelegten Semantik tbereinstimmen.

7 definiert die Semantik einer Modellwelt.
+L(A) = 1“ heif3t, es regnet in unserer Modellwelt bzw. in unserem Modell.

Die Semantik der Realitat ist die in einer Gemeinschaft akzeptierte Zuordnung von Symbolen
zu wahrgenommenen Objekten (Pragmatik). Z. B. ist die Semantik von ,Es regnet‘, dass
gerade Wasser aus Wolken vom Himmel fallt.



Semantik der Aussagenlogik
Definition 6 (Bewertung aussagenlogischer Formeln)
Sei 7 eine Bewertung der Atome in ¥. Die Erweiterung von Z mit

7 : {« | o aussagenlogische Formel tber X} — {0, 1}

gemalf folgender Vereinbarungen heifl3t Bewertung der aussagenlogischen Formeln
tber ..

2 Ty = [ T o
0, sonst 110
ANB 0 1
1, fallsZ =71 =1
a I(aAB){ . falls Z{a) = 2(6) a 0 0
0, sonst | 0 1

falls Z(c«r) = 1 oder Z(B) = 1
0, sonst

O
N
Q
<
=
I
—N—
=
Q
— ol <
—_



Semantik der Aussagenlogik

Definition 7 (Bewertung aussagenlogischer Formeln (Fortsetzung))

0 Z(a— p) = { (1)7 fi:‘stz(oz) =0oderZ(B) =1
o g (BT

— ol

e




Bemerkungen:

O Fdr die Bewertung von Formeln werden nur die Bewertungen der Atome bendtigt, die auch in
der Formel vorkommen. Stichwort: Koinzidenztheorem

Beispiele:
1. a=(AVB)A(=AV B)A(AV-B)
I(A)=0, ZI(B)=1, I sonstbeliebig. Z(a)=

2. B=AAN(A—= B)A(B—C)AC
I(A) =I(B) =Z(C) = 1. I(B)=

3. y=AV-A

I(A) =1 I(y) =
4. 6=AN-A

Z(A) =1. I =

0 Die Junktoren der Aussagenlogik haben die folgende wichtige Eigenschaft: Die Bewertung
der Atome, die in der Formel vorkommen, legen den Wahrheitswert der Formel eindeutig
fest. Solche Junktoren bezeichnet man als extensionale Junktoren; intensionale Junktoren
legen den Wahrheitswert nicht fest. In dem Satz ,,A hat eine Freundin gefunden, weil er ein
teures Parfum benutzt.“ ist der Wahrheitswert der Gesamtaussage nicht abhdngig von den
Wahrheitswerten der Teilaussagen.



Semantik der Aussagenlogik

Die Formalisierung von Aussagen uber die Realitat mittels der Sprache der
Aussagenlogik geschieht auf Basis der Semantik (= Interpretation) der Junktoren.

Beispiele:
Aussage Formalisierung
,ES regnet.” A
,Die Straf3e ist nass.” B
,ES regnet”
,ES regnet” ,die StraB3e ist nass.”
,ES regnet” ,die Straf3e ist nass.”
,es regnet”, ,ist die Straf3e nass.”
,eS regnet”, ,ist die Straf3e nass.“

,Die Stral3e ist nass” ,€S regnet.”

,€S regnet®, ,ist die Stral3e nass.”
,Die Stral3e ist nass® ,es regnet.”

,Die Stral3e ist nass® ,eS regnet.”



Semantik der Aussagenlogik

Die Formalisierung von Aussagen uber die Realitat mittels der Sprache der
Aussagenlogik geschieht auf Basis der Semantik (= Interpretation) der Junktoren.

Beispiele:
Aussage Formalisierung
,ES regnet.” A
,Die Straf3e ist nass.” B
,ES regnet” -A
,ES regnet” ,die StraB3e ist nass.” AV B
,ES regnet” ,die Straf3e ist nass.” ANB
,es regnet”, ,ist die Straf3e nass.”
,eS regnet”, ,ist die Straf3e nass.“

,Die Stral3e ist nass” ,€S regnet.”

,€S regnet®, ,ist die Stral3e nass.”
,Die Stral3e ist nass® ,es regnet.”

,Die Stral3e ist nass® ,eS regnet.”



Semantik der Aussagenlogik

Die Formalisierung von Aussagen uber die Realitat mittels der Sprache der
Aussagenlogik geschieht auf Basis der Semantik (= Interpretation) der Junktoren.

Beispiele:

Aussage Formalisierung
,ES regnet.” A
,Die Straf3e ist nass.” B
,ES regnet” -A
,ES regnet” ,die StraB3e ist nass.” AV B
,ES regnet” ,die Straf3e ist nass.” ANB

,es regnet”, ,ist die Straf3e nass.” A— B

,eS regnet”, ,ist die Straf3e nass.“
,Die Stral3e ist nass” ,€S regnet.”
,€S regnet®, ,ist die Stral3e nass.”

,Die Stral3e ist nass® ,es regnet.”

,Die Stral3e ist nass® ,eS regnet.”



Semantik der Aussagenlogik

Die Formalisierung von Aussagen uber die Realitat mittels der Sprache der
Aussagenlogik geschieht auf Basis der Semantik (= Interpretation) der Junktoren.

Beispiele:
Aussage Formalisierung
,ES regnet.” A
,Die Straf3e ist nass.” B
,ES regnet” -A
,ES regnet” ,die StraB3e ist nass.” AV B
,ES regnet* ,die Stral3e ist nass.” ANB
,€S regnet”, ,ist die Straf3e nass.” A— B
,eS regnet”, ,ist die Straf3e nass.” B— A
,Die Stral3e ist nass” ,€S regnet.” B— A
,es regnet®, ,ist die Stral3e nass.”
,Die Stral3e ist nass® ,es regnet.”
,Die Stral3e ist nass® ,eS regnet.”

Unser Sprachgeflihl stimmt nicht immer mit der Formalisierung Uberein.



Semantik der Aussagenlogik

Die Formalisierung von Aussagen uber die Realitat mittels der Sprache der
Aussagenlogik geschieht auf Basis der Semantik (= Interpretation) der Junktoren.

Beispiele:
Aussage Formalisierung
,ES regnet.” A
,Die Straf3e ist nass.” B
,ES regnet” A
,ES regnet” ,die StraB3e ist nass.” AV B
,ES regnet* ,die Stral3e ist nass.” ANB
,€S regnet”, ,ist die Straf3e nass.” A— B
,eS regnet”, ,ist die Straf3e nass.” B— A
,Die Stral3e ist nass” ,€S regnet.” B— A
,es regnet®, ,ist die Stral3e nass.” A« B
,Die Stral3e ist nass® ,es regnet.” A+ B
,Die Stral3e ist nass® ,eS regnet.” A+~ B

Unser Sprachgeflihl stimmt nicht immer mit der Formalisierung Uberein.



Semantik der Aussagenlogik

Satz 8 (Koinzidenztheorem)

Seien Z; und Z, zwei Interpretationen fur > und es gelte fur alle Atome A in
atoms(a) einer aussagenlogischen Formel a:

T1(A) = Ir(A), danngiltauch: Zi(«) = Iy(«)

Beweis (Skizze)
Durch Induktion Uber den Formelaufbau einer Formel a.



Bemerkungen:

Q Rechtfertigung des Koinzidenztheorems:
Beachte dass « bzgl. atoms(a) C ¥ definiert ist, Z bzgl. ..

O Bestimmung aller Wahrheitswerte von a:

1.
2.

Betrachte die Menge aller moglichen Interpretationen.

Fasse jeweils alle Interpretation Z zu einer Klasse zusammen, die bzgl. der Atome in «
identisch sind. Dies entspricht einer Einschrankung der Z auf atoms(«) bzw. der
Projektion auf atoms(«).

Begrindung: Die Bewertung von a hangt nur von der Bewertung der in «
vorkommenden Atome ab.

Waéhle (beliebig) aus jeder Klasse eine Interpretation. Offensichtlich ist der
Wahrheitswert von o bestimmbar und es qilt:

— Es gibt pro Atom 2 Wahrheitswerte.

— |atoms(a)| = n ~ 2" Klassen von Interpretationen

— Systematische Aufzahlung in Tabellenform ~» Wahrheitstafel



Semantik der Aussagenlogik
Definition 9 (Wahrheitstafel)
Sei « eine aussagenlogische Formel mit |atoms(«a)| = n.

Die Tabelle mit den 2" moglichen Bewertungen der Atome von « und den
zugehorigen Bewertungen von « heil3t Wahrheitstafel fir «.

Beispiel:
a=(AV B)A-C
-C AV B o

— = R RO OO0 O
H»—\OOH»—\OO@
—_ o = O = O = o Q0




Semantik der Aussagenlogik
Definition 9 (Wahrheitstafel)
Sei « eine aussagenlogische Formel mit |atoms(«a)| = n.

Die Tabelle mit den 2" moglichen Bewertungen der Atome von « und den
zugehorigen Bewertungen von « heil3t Wahrheitstafel fir «.

Beispiel:
a=(AV B)A-C
-C AV B o

— = R RO OO0 O
H»—\OOH»—\OO@
—_ o = O = O = o Q0




Semantik der Aussagenlogik

Definition 9 (Wahrheitstafel)
Sei « eine aussagenlogische Formel mit |atoms(«a)| = n.

Die Tabelle mit den 2" moglichen Bewertungen der Atome von « und den
zugehorigen Bewertungen von « heil3t Wahrheitstafel fir «.

Beispiel:

a=(AV B)A-C

-C AV B Q
1 0 0
0 0 0

— = R RO OO0 O
H»—\OOH»—\OO@
—_ o = O = O = o Q0




Semantik der Aussagenlogik

Definition 9 (Wahrheitstafel)
Sei « eine aussagenlogische Formel mit |atoms(«a)| = n.

Die Tabelle mit den 2" moglichen Bewertungen der Atome von « und den
zugehorigen Bewertungen von « heil3t Wahrheitstafel fir «.

Beispiel:

a=(AV B)A-C

A B C -C AV B o)
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 1
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1




Semantik der Aussagenlogik

Definition 9 (Wahrheitstafel)
Sei « eine aussagenlogische Formel mit |atoms(«a)| = n.

Die Tabelle mit den 2" moglichen Bewertungen der Atome von « und den
zugehorigen Bewertungen von « heil3t Wahrheitstafel fir «.

Beispiel:

a=(AV B)A-C

A B C -C AV B o)
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 1
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 0




Semantik der Aussagenlogik

Definition 10 (Erfiillbarkeitsbegriffe)

Sei a eine aussagenlogische Formel. Dann seien folgende Erflllbarkeitsbegriffe

vereinbart.
1. « erfullbar genau dann, wenn
2. « falsifizierbar genau dann, wenn
3. « tautologisch genau dann, wenn
4. « widerspruchsvoll genau dann, wenn

Beispiele:

es ein Z gibt mit Z(«
esein Z gibt mit Z(«
far alle Z gilt Z(a) = 1.
far alle Z gilt Z(a) = 0.

) =
) =

erflllbar falsifizierbar tautologisch widerspruchsvoll

a=AN—-A
a=AV-A
a=A




Semantik der Aussagenlogik

Definition 10 (Erfiillbarkeitsbegriffe)

Sei a eine aussagenlogische Formel. Dann seien folgende Erflllbarkeitsbegriffe

vereinbart.
1. « erfullbar genau dann, wenn
2. « falsifizierbar genau dann, wenn
3. « tautologisch genau dann, wenn
4. « widerspruchsvoll genau dann, wenn

Beispiele:

es ein Z gibt mit Z(«
esein Z gibt mit Z(«
far alle Z gilt Z(a) = 1.
far alle Z gilt Z(a) = 0.

) =
) =

erflllbar falsifizierbar tautologisch widerspruchsvoll

a=AN-A nein ja
a=AV-A
a=A

nein ja




Semantik der Aussagenlogik

Definition 10 (Erfiillbarkeitsbegriffe)

Sei a eine aussagenlogische Formel. Dann seien folgende Erflllbarkeitsbegriffe

vereinbart.
1. « erfullbar genau dann, wenn
2. « falsifizierbar genau dann, wenn
3. « tautologisch genau dann, wenn
4. « widerspruchsvoll genau dann, wenn

Beispiele:

es ein Z gibt mit Z(«
esein Z gibt mit Z(«
far alle Z gilt Z(a) = 1.
far alle Z gilt Z(a) = 0.

) =
) =

erflllbar falsifizierbar tautologisch widerspruchsvoll

a=AN-A nein ja
a=AV-A ja nein
a=A

nein ja

ja nein




Semantik der Aussagenlogik

Definition 10 (Erfiillbarkeitsbegriffe)

Sei a eine aussagenlogische Formel. Dann seien folgende Erflllbarkeitsbegriffe

vereinbart.
1. « erfullbar genau dann, wenn
2. « falsifizierbar genau dann, wenn
3. « tautologisch genau dann, wenn
4. « widerspruchsvoll genau dann, wenn

Beispiele:

es ein Z gibt mit Z(«
esein Z gibt mit Z(«
far alle Z gilt Z(a) = 1.
far alle Z gilt Z(a) = 0.

) =
) =

erflllbar falsifizierbar tautologisch widerspruchsvoll

a=AN-A nein ja
a=AV-A ja nein

a=A ja ja

nein ja
ja nein
nein nein




Bemerkungen:

a

a

Die Eigenschaften gehoren jeweils paarweise zusammen: die Erflllbarkeit ist die Verneinung
der Widerspruchlichkeit, die Falsifizierbarkeit ist die Verneinung der Tautologie-Eigenschaft.

FUr jede aussagenlogische (und auch pradikatenlogische) Formel gelten genau zwei der
gerade definierten Eigenschaften erfillbar, falsifizierbar, tautologisch und widerspruchsvoll.

Es gibt daftir wie im vorstehenden Beispiel genau drei Moglichkeiten. Die vierte Maglichkeit,
dass eine Formel gleichzeitig tautologisch und widerspruchsvoll sein kann (d.h. damit auch
nicht erfullbar und nicht falsifizierbar) tritt nicht auf, da jede Formel nur einen der beiden
Wahrheitswerte haben kann (Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch).



Semantik der Aussagenlogik

Satz 11 (Erfiillbarkeitsbegriffe)
FUr eine aussagenlogische Formel « gilt:

a  widerspruchsvoll
< -« tautologisch
<« nicht erfallbar

& -« hicht falsifizierbar



Semantik der Aussagenlogik

Definition 12 (Semantische Folgerung)

Seien a und 5 aussagenlogische Formeln. 5 ist semantische Folgerung aus a, in
Zeichen: « = 8, genau dann, wenn far alle Bewertungen Z gilt:

Ist Z(a) =1, soistauch Z(p) =1

Das bedeutet: o und 5 hangen in inrem Aufbau derart zusammen, dass jede
Bewertung Z der Atome, die eine Bewertung Z(«) = 1 bewirkt, zwangslaufig mit
einer Bewertung Z(5) = 1 einhergeht.



Semantik der Aussagenlogik

Definition 12 (Semantische Folgerung)

Seien a und 5 aussagenlogische Formeln. 5 ist semantische Folgerung aus a, in
Zeichen: « = 8, genau dann, wenn far alle Bewertungen Z gilt:

Ist Z(a) =1, soistauch Z(p) =1

Das bedeutet: o und 5 hangen in inrem Aufbau derart zusammen, dass jede
Bewertung Z der Atome, die eine Bewertung Z(«) = 1 bewirkt, zwangslaufig mit
einer Bewertung Z(5) = 1 einhergeht.

Beispiel:
a=AN(-AVB), =B Gilta =57

— — O O
—_ O = O




Semantik der Aussagenlogik

Definition 12 (Semantische Folgerung)

Seien a und 5 aussagenlogische Formeln. 5 ist semantische Folgerung aus a, in
Zeichen: « = 8, genau dann, wenn far alle Bewertungen Z gilt:

Ist Z(a) =1, soistauch Z(p) =1

Das bedeutet: o und 5 hangen in inrem Aufbau derart zusammen, dass jede
Bewertung Z der Atome, die eine Bewertung Z(«) = 1 bewirkt, zwangslaufig mit
einer Bewertung Z(5) = 1 einhergeht.

Beispiel:
a=AN(-AVB), =B Gilta =57

— — O O
—_ O = O
—_— O O O 9
—_ O = O™




Semantik der Aussagenlogik
Zeichen der Objektsprache

A, V, —, + sind Junktoren. Ein Junktor verbindet zwei Formeln zu einer neuen Formel.

Insbesondere definiert — im Sinne von berechnet — ein Junktor fiir eine gegebene Funktion Z
(Bewertung oder Interpretation genannt) den Wert der Funktion Z der neuen Formel. Die
Berechnung geschieht auf Grundlage der Z-Werte derjenigen Formeln, zwischen denen der Junktor
steht.



Semantik der Aussagenlogik
Zeichen der Metasprache

=

Q

Semantisches (Formel-)Folgerungszeichen. Die rechte Seite folgt aus der linken; beide
Seiten sind Formeln.

Semantisches (Aussagen-)Folgerungszeichen. Die rechte Seite folgt aus der linken; die
Seiten mussen Aussagen sein.

Beachte, dass der Begriff ,Folgerung® sowohl flr die rechte Seite als auch flr den gesamten
Ausdruck verwendet wird. Eine Folgerung — als gesamter Ausdruck gesehen — macht eine
Aussage bzw. stellt eine Behauptung auf hinsichtlich aller Interpretationen der rechten und
der linken Seite.

D. h., das =-Zeichen stellt eine Behauptung hinsichtlich aller Funktionen Z auf; das
=--Zeichen stellt eine Behauptung hinsichtlich aller Interpretationen auf, die zwischen dem
Schreiber und dem Leser der Folgerung vereinbart wurden. Stichwort: Pragmatik.

Semantisches (Formel-)Aquivalenzzeichen. Die rechte Seite folgt aus der linken, und die
linke Seite folgt aus der rechten; beide Seiten sind Formeln.

Semantisches (Aussagen-) Aquivalenzzeichen. Die rechte Seite folgt aus der linken, und die
linke Seite folgt aus der rechten; die Seiten missen Aussagen sein.

Zeichen zum Zusammenfassen von Umformungs- und Auswertungsschritten. Dartberhinaus
ist flir dieses Zeichen keine spezielle Semantik festgelegt.



Semantik der Aussagenlogik
Zeichen der Metasprache

=

Q

Semantisches (Formel-)Folgerungszeichen. Die rechte Seite folgt aus der linken; beide
Seiten sind Formeln.

Semantisches (Aussagen-)Folgerungszeichen. Die rechte Seite folgt aus der linken; die
Seiten mussen Aussagen sein. Zeigt die Richtung einer einschrankung.

Beachte, dass der Begriff ,Folgerung® sowohl flr die rechte Seite als auch flr den gesamten
Ausdruck verwendet wird. Eine Folgerung — als gesamter Ausdruck gesehen — macht eine
Aussage bzw. stellt eine Behauptung auf hinsichtlich aller Interpretationen der rechten und
der linken Seite.

D. h., das =-Zeichen stellt eine Behauptung hinsichtlich aller Funktionen Z auf; das
=--Zeichen stellt eine Behauptung hinsichtlich aller Interpretationen auf, die zwischen dem
Schreiber und dem Leser der Folgerung vereinbart wurden. Stichwort: Pragmatik.

Semantisches (Formel-)Aquivalenzzeichen. Die rechte Seite folgt aus der linken, und die
linke Seite folgt aus der rechten; beide Seiten sind Formeln.

Semantisches (Aussagen-) Aqui zeichen. Die rechte Seite folgt aus der linken, und die
linke Seite folgt aus der rechten; die Seiten missen Aussagen sein.

Zeichen zum Zusammenfassen von Umformungs- und Auswertungsschritten. Dartberhinaus
ist flir dieses Zeichen keine spezielle Semantik festgelegt.



Bemerkungen:

a

a

Formeln sind wohlgeformte Ausdricke in der Objektsprache.

Mit den Zeichen —, A, V, —, <> und den Atomen werden in der Aussagenlogik Formeln
konstruiert. Jede Formel hat flr eine gegebene Bewertung Z einen Wert, namlich 0 oder 1.

Mit den Zeichen =, =, ~ und < werden Aussagen in der Metasprache aufgestellt. Diese
sind keine aussagenlogischen Formeln.

Von Aussagen (Behauptungen) kann festgestellt werden, ob sie wahr oder falsch sind. Die
aufgefihrten Zeichen dienen als Abklrzungen zum Aufschreiben dieser speziellen
Aussagen.

Eine Aussageform enthalt Formelvariablen. Werden far alle Formelvariablen einer
Aussageform Werte eingesetzt, so wird aus der Aussageform eine Aussage.



Semantik der Aussagenlogik
Beispiele fur Formeln aus Aussagenlogik und Algebra:

aAf
443
—-A
VT

a— 3
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Semantik der Aussagenlogik
Beispiele fur Formeln aus Aussagenlogik und Algebra:

aAf
443
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Beispiele flur Aussagen:
o ,/ ist eine gerade Zahl”
Q 4+3=7
0 afEp

o ,« ist erfullbar”



Semantik der Aussagenlogik

Beispiele fur Formeln aus Aussagenlogik und Algebra:
aAf

443

—-A

VT

a— 3

I N N A

Beispiele flur Aussagen:

o ,/ ist eine gerade Zahl”
Q 4+3=+7
0 akf

o ,« ist erfullbar”

Beispiele fur Aussageformen:

o ,x ist eine gerade Zahl*

2 afEp



Semantik der Aussagenlogik

Weitere Vereinbarungen zur Syntax:

1. — und < binden starker als = und ~
2. = bindet starker als =, < und ~

3. | mit Mengenschreibweise: aq, ..., a, = 5 bzw. M | B.

Die Formeln einer Menge werden als mit ,A* verknUpft angesehen.
0 = 8 wird abgekirzt geschrieben als = 3



Bemerkungen:

o Offensichtlich gilt: 0 =5 <« [ tautologisch

O Begrundung: g ist unter allen Interpretationen wahr, unter denen die leere Menge von
Formeln wabhr ist. Die leere Menge von Formeln ist unter allen mdglichen Interpretationen
wahr. Also muss g unter allen moéglichen Interpretationen wahr sein. Also ist 3 eine
Tautologie.

Formale Ausfihrung der Begriindung:

1.

Was bedeutet M = 5 ?
MES & VI:(ZIM)=1 = ZIB)=1)

Wannist Z(M)=17
IM)=1 < VYaeM:I(a)=1 genaver: Va:(aeM = ZI(a)=1)
Z(M) =1 gilt also genau dann, wenn Vo : (a € M = Z(a)=1) wahrist.

Mit M = () lasst sich aus « € M alles folgern (,ex falso sequitur quod libet“), also auch
Z(«) = 1, unabhangig von Z. Also ist Z(M) = 1 fur jedes Z wahr.

Damit Z(M)=1 = Z() =1 eine Folgerung bleibt, muss auch Z(5) = 1 fur jedes Z
wahr sein. Also ist 5 tautologisch.
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Syntax der Aussagenlogik

Semantik der Aussagenlogik
Eigenschaften des Folgerungsbegriffs
Aquivalenz

I I I I

Formeltransformation
Normalformen

U U

Bedeutung der Folgerung
Erfullbarkeitsalgorithmen

Semantische Baume

Weiterentwicklung semantischer Baume

U U0 U

U

Syntaktische Schlussfolgerungsverfahren
Erflllbarkeitsprobleme

U
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Eigenschaften des Folgerungsbegriffs

Lemma 13 (iiber aussagenlogische Formeln o und 3)
1. aEf < «a— [ tautologisch
2. aEf < «a<+ (aAp) tautologisch
3. aEfS < «aA =S widerspruchsvoll
4. « widerspruchsvoll < Firalle S gilta = ,Ex falso quod libet.”

5. «a widerspruchsvoll < Esgibty mita = (v A =)



Eigenschaften des Folgerungsbegriffs

Lemma 14 (Deduktionstheorem)
Seien «a, § aussagenlogische Formeln, M eine Menge aussagenlogischer Formeln.
Dann gilt:

MU{a} S & MEa—p



Bemerkungen:
0 Das Deduktionstheorem macht Aussagen Uber die Folgerbarkeit von Implikationen (Regeln).
M =
a8
Regel

Diese Regeln beschreiben fur M allgemeingultige Zusammenhange. M kann als die
Modellierung eines Ausschnitts unserer Welt aufgefasst werden: Wenn die Modellierung von
M zutrifft (wahr ist, Z(M) = 1), so ist auch die Regel a — g wahr (Z(a — 3) = 1).

0 Das Deduktionstheorem zeigt, welche Regeln in Bezug auf ein Modell gultig sind.

a Die Art der Definition von Bewertungen erlaubt sofort auch die Bewertung von (unendlichen)
Mengen von Formeln. Die Begriffe ,erfullbar®, ,falsifizierbar, ,tautologisch® und
,widerspruchsvoll“ lassen sich dementsprechend auf Formelmengen ausdehnen.



Eigenschaften des Folgerungsbegriffs

Beweis (Deduktionstheorem)

Sei M eine Menge von Formeln und sei Z eine Bewertung mit Z(M) = 1.
1. Fall. Z(a) =0, Z(5) =0 = ZI(MU{a})=0,Z(a—p)=1
2. Fall. Z(a) =0, Z(f) =1 analog
3. Fall. Z(a) =1, Z(B)

0 = Z(MU{a}) =1,
I(a— B)=0
= MU{a} [~ 5,
M % (a = f)

4. Fall. Z(a)=1,I(f) =1 = ZI(MU{a}) =1, I(a — B)=1

Tritt bei Betrachtung aller Bewertungen Fall 3 niemals auf, so qilt:

MU{a} ESund M E (a — 5)
Tritt bei einer Bewertung Fall 3 auf: M U {a} [~ 8 und M }~ (a — 5)

Also giltinsgesamt: M U {a} S < ME(a—pf)



Eigenschaften des Folgerungsbegriffs

Korollar 15 (Deduktionstheorem fiir endliches M)

Seien «a, § aussagenlogische Formeln, M eine endliche Menge aussagenlogischer
Formeln. Dann gilt:

MEB & FM-p

Lemma 16 (Interpolationstheorem)

Seien «a, § aussagenlogische Formeln, und o nicht widerspruchsvoll, 5 keine
Tautologie. Dann gilt:

alEpS & Es gibt eine Formel v mit
atoms(vy) C atoms(«) N atoms(3) und

afEy und vy EB.



Bemerkungen:

Q Abgesehen von den trivialen Fallen (a widerspruchsvoll oder  tautologisch) sind nur
Formelbestandteile, die in Pramisse und Konklusion gemeinsam auftreten, verantworlich far
die Gultigkeit der Folgerungsrelation.

O Beispiel:
ANB E BVC
= Mit Interpolante Bgit AANB =B und B BVC
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Semantik der Aussagenlogik
Eigenschaften des Folgerungsbegriffs
Aquivalenz

U U0 U

Formeltransformation
Normalformen

(R

Bedeutung der Folgerung
Erfullbarkeitsalgorithmen

Semantische Baume

Weiterentwicklung semantischer Baume

U 00D

Syntaktische Schlussfolgerungsverfahren
Erflllbarkeitsprobleme

U 0
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Aquivalenz

Problematik:
Experte 1 —— Formalisierung 1 > o
Experte 2 —— Formalisierung 2 >

Es soll gelten (bei Absprache der Bezeichner):

0 atoms(a;) = atoms(as)
0 zumindest sei atoms(a;) N atoms(as) ,grof3*

Jedoch: a1 # as

Frage: Wann sind logische Formeln aquivalent?

o Bei Gleichheit der Zeichenketten?
Bei Gleichheit der Zeichenketten modulo Klammerung / Kommutativitat?
Bei Gleicheit von atoms(«;) und atoms(as)?

Bei Rickgabe gleicher Antworten auf gleiche Fragen?

Q
Q
Q
o ...7



Aquivalenz

Definition 17 (logische Aquivalenz)

Zwei Formeln o« und § heif3en logisch aquivalent, a ~ 3, genau dann, wenn fir alle
Interpretationen Z gilt:

Hiermit folgt:
(@) ar~fp <« «a<+ p tautologisch

b) «,8 widerspruchsvoll = a=x§

(b)
(c) «,p tautologisch = a=xg
(d)

d aEf & amaAp



Aquivalenz

Lemma 18

Sei a eine aussagenlogische Formel, ~ eine Teilformel von o und 6 eine Formel mit
VR0,

Weiterhin sei 5, das Ergebnis der Ersetzung eines Vorkommens von ~ in o durch 6.
Dann qilt:

R b

Spezialfall:

Sei 3, das Ergebnis der Ersetzung aller Vorkommen von ~ in o durch §. Dann gilt:

o~ [,



Aquivalenz
Wichtige Aquivalenzen zur Formeltransformation/-vereinfachung

Junktoren a— B~-aV
ac fr(a—=B)A(B—a)
R (A B)V (=8 A —a)

Vererbung arxff = —ax-f
a R = YANaryYApS
a R = ~YVaxyVp
o~ = yT—oary—f
R = a—=v~=f[B—=7y
axf = a4y pfEay

Negation als Involution R

ldempotenz aVara



Aquivalenz
Wichtige Aquivalenzen zur Formeltransformation/-vereinfachung  (Fortsetzung)

Kommutativitat aV =BV
alAfB~[LAN«
a4+ b o

Assoziativitat (aVB)Vy=aV(8V~y)
(@AB) Ay =aN(BAY)

Distributivitat (aANB)Vy=(aVy) ABVY)
(@VB)Ay=(aAy)V(BA7)

De Morgan —(aAf) = -aV g



Aquivalenz

Definition 19 (Erfiillbarkeitsaquivalenz)

Zwei Formeln o und g heil3en erflllbarkeitsaquivalent, a ~g5t 5, genau dann, wenn
gilt:
a erfulloar < g erflllbar

Unterschied zur logischen Aquivalenz:

a~f & VI: Z(a)=1I()

ARt f & (LT Z()=1 < 3AT:Z(B)=1)



Aquivalenz

Veranschaulichung der Formeln hinsichtlich ihrer Erflllbarkeit:

tautologische
Formeln

erfullbare unerfullbare
Formeln Formeln




Bemerkungen:
Q Fdr die Erfullbarkeitsdquivalenz gilt:

1. arx~f = a=gf
2. «,p widerspruchsvoll =« ~gy [
3. «a,perflillbar = a=gp

Q Es gibt keine ,Vererbung“ der Erflllbarkeitsaquivalenz. D.h., es gibt Formeln o, 3, ~, 6 mit

1. ~ist Teilformel in o
2. [ ist das Ergebnis der Ersetzung eines Vorkommens von ~ in a durch .

3. Y Rsat (5 aber (8 %sat 61

O Beispiel:
a=AN-B, ~v=A 6=B
’\ﬁﬁlzB/\_lB



