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Varianz und Standardabweichung
Beispiel: Zwei Zufallsgréi3en

o Seien X und Y Zufallsgro3en mit folgenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen:

T —2 0 2 Y; -6 -4 =2 0 2 4 6
PX-x) 4 4 4 PRIy & & b b b b

o Wegen der Symmetrie der Verteilungen zum Nullpunkt gilt: E(X) = E(Y) =0

P(X = Xi) P(Y — yj)
1 14

| | | | | |
I [ [ I [ [ [
-2 0 2 Xi -6 -4 -2 0 2 4 6 i

uw uw [Feuerpfeil/Heigel 1999]

o Trotz des gleichen Erwartungswertes unterscheiden sich die Verteilungen
von X und Y wesentlich: die Werte von Y schwanken starker als die von X.

o Man sagt: Y besitzt eine grof3ere Streuung bzw. Variabilitat als X.



Varianz und Standardabweichung
Begriffsbildung

0 Sei X eine ZufallsgroBBe mit Wx = {x1; xo; ... x1 }.

o Was ist ein geeignetes Maf3 fur die Variabilitat von X?



Varianz und Standardabweichung
Begriffsbildung

0 Sei X eine ZufallsgroBBe mit Wx = {x1; xo; ... x1 }.

o Was ist ein geeignetes Maf3 fur die Variabilitat von X?

o Schwankungsbreite:

xr — x1, wobei z; der grof3te und z; der kleinste Wert in Wy ist.

o Dieses Maf3 lasst die Verteilung der Werte weitgehend unbericksichtigt.



Varianz und Standardabweichung
Begriffsbildung

0 Sei X eine ZufallsgroBBe mit Wx = {x1; xo; ... x1 }.
o Was ist ein geeignetes Maf3 fur die Variabilitat von X ?
o Schwankungsbreite:
xr — x1, wobei z; der grof3te und z; der kleinste Wert in Wy ist.

o Dieses Maf3 lasst die Verteilung der Werte weitgehend unbericksichtigt.

o Zufallige Abweichungen vom Erwartungswert nach oben und nach unten:
Zy =X —p mit Wz, ={x1— oo —p;.. ;x5 — p}

o Wy wird nur durch Wy, ersetzt: Was ist interessant an der Verteilung von Z;?



Varianz und Standardabweichung
Begriffsbildung

0 Sei X eine ZufallsgroBBe mit Wx = {x1; xo; ... x1 }.

o Was ist ein geeignetes Maf3 fur die Variabilitat von X?

o Schwankungsbreite:

xr — x1, wobei z; der grof3te und z; der kleinste Wert in Wy ist.

o Dieses Maf3 lasst die Verteilung der Werte weitgehend unbericksichtigt.

o Zufallige Abweichungen vom Erwartungswert nach oben und nach unten:
Zy=X—p mit Wy, ={z1 — ;20— p;...;0, — p}

o Wy wird nur durch Wy, ersetzt: Was ist interessant an der Verteilung von Z;?

0 Interessant ist ihre mittlere Abweichung bzw. ihr Erwartungswert E (7).

o Esgiltjedoch E(Z)) = E(X —p) = E(X)—p = p—p = 0.

o Z; ist aufgrund dieser Eigenschaft des Erwartungswerts ungeeignet.



Varianz und Standardabweichung
Begriffsbildung

o Zuféallige Abweichungen vom Erwartungswert als Entfernung:
Zy = |X —p| mit Wz, = {|or — pls |lwe — pli s Joe — pl}
o Die Variabilitat der BeispielzufallsgroBen X und Y wird damit unterscheidbar:

E(X-0)=1 und E(Y -0|)=3



Varianz und Standardabweichung
Begriffsbildung

o Zuféallige Abweichungen vom Erwartungswert als Entfernung:
Zy = |X —p| mit Wz, = {|or — pls |lwe — pli s Joe — pl}
o Die Variabilitat der BeispielzufallsgroBen X und Y wird damit unterscheidbar:

E(X-0)=1 und E(Y -0|)=3

o Zuféallige Abweichungen vom Erwartungswert als Potenzen:
Zs=|X —ul" oder Z,=(X —p)" mit r>0

o Der Erwartungswert E((X — pn)?) der quadratischen Abweichung hat sich
unter allen denkbaren Mafl3en durchgesetzt:
— Additivitat
— Aufhebung der Vorzeichenunterschiede der Werte von (X — p)
— Verstarkung grof3er Variabilitaten im Vergleich zu kleinen.



Varianz und Standardabweichung

Definition 14 (Varianz einer ZufallsgréBe)
Sei X eine Zufallsgro3e auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (£2; P) mit der
Wertemenge W = {x; zo;...; 2} und E(X) = u. Dann heif3t

k

Var(X) = E(X — p)*) = Y (z;— )’ - P(X = z;)

1=1
Varianz von X.



Varianz und Standardabweichung

Definition 14 (Varianz einer ZufallsgréBe)

Sei X eine Zufallsgro3e auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (£2; P) mit der
Wertemenge W = {x; zo;...; 2} und E(X) = u. Dann heif3t

k
Var(X) = E(X — p)*) =) (z; — p)* P(X = z,)

1=1
Varianz von X.

Herleitung:
o DaFEY)= Zle y; - P(Y = y;) wirkt die Definition fir Y = (X — p)? plausibel.
a0 Problem: Symmetrisch zu ;. liegende z-Werte werden auf ein y; abgebildet.

o ldee: Fallunterscheidung und schrittweises Vorgehen.
— Fall 1: Keine zwei Werte x, 2’ € Wy liegen symmetrisch zu p.

— Fall 2: Genau zwei Werte x, 2’ € Wy liegen symmetrisch zu .

— Fall 3: Mehr als ein Wertepaar aus Wy liegen symmetrisch zu .



Varianz und Standardabweichung
Begriffsbildung

Herleitung: (Fortsetzung)

1. Keine zwei Werte x, 2’ € Wi liegen symmetrisch zu p:
a Alle y; = (z; — p)? sind verschieden und da P(Y = y;) = P(X

k
BY) = D - PV =y) = D (@i —p)* P(X =



Varianz und Standardabweichung
Begriffsbildung

Herleitung: (Fortsetzung)

1. Keine zwei Werte x, 2’ € Wi liegen symmetrisch zu p:
o Alle y;, = (z; — p)? sind verschieden und da P(Y = y;) = P(X = x;) gilt

k
BY) = >y P =y) = ) (wi— )" P(X = ).

=1
2. Genau zwei Werte x, 2’ € Wy liegen symmetrisch zu p:

a Dannist (z —pu)*=(2' —p)*=cund P(Y =¢) = P(X =z2)+ P(X =2/).
a Well ¢-PY=¢ =c- (P(X=uz)+PX=1))
=c-PX=x2)+c-P(X=1)



Varianz und Standardabweichung
Begriffsbildung

Herleitung: (Fortsetzung)

1. Keine zwei Werte x, 2’ € Wi liegen symmetrisch zu p:
o Alle y;, = (z; — p)? sind verschieden und da P(Y = y;) = P(X = x;) gilt

k
BY) = >y P =y) = ) (wi— )" P(X = ).

=1
2. Genau zwei Werte x, 2’ € Wy liegen symmetrisch zu p:

a Dannist (z —pu)*=(2' —p)*=cund P(Y =¢) = P(X =z2)+ P(X =2/).
a Well ¢-PY=¢ =c- (P(X=uz)+PX=1))
=c-PX=x2)+c-P(X=1)

it E(Y) = Yy PY =) = > (i — )+ PIX =)

3. Mehr als Paare von Werten aus Wy liegen symmetrisch zu u: Analog zu 2.



Bemerkungen:

Q Zutreffender ware in Analogie zum Erwartungswert ggf. die Bezeichnung Varianzwert — diese
Bezeichnung hat sich aber nicht durchgesetzt.

Q Die Maleinheit der Varianz ist das Quadrat der Einheit, in der X gemessen wird.

Q Um eine der Varianz ahnliche Maf3zahl zu erhalten, die dieselbe Einheit wie X hat wird die
Wurzel gezogen.



Varianz und Standardabweichung

Definition 15 (Standardabweichung einer ZufallsgrdBe)

Als Standardabweichung einer Zufallsgrof3e X auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (2; P) bezeichnet man die Zahl

7(X) = \/Var(X) .



Bemerkungen:

a

Betrachtet man nur eine Zufallsgré3e, so wird oft o geschrieben, bei mehreren
ZufallsgréBen X; entsprechend o,. Varianzen werden gelegentlich als o2 bzw. o2 notiert.

Vereinbarung: Wenn o(X ') geschrieben wird, dann auch p(X) und umgekehrt.

Allgemein heiBen die u*) = E((X — p)¥) und i* = E(|X — u|¥) zentrale Momente und
zentrale absolute Momente k-ter Ordnung, da sie am Mittelwert zentriert sind.

Das erste zentrale absolute Moment i) = E(|X — pu|) ist die mittlere absolute Abweichung.
Die Varianz ist das zweite zentrale Moment.

Das dritte zentrale Moment wird oft mit der Standardabweichung normiert und ergibt dann
als drittes normiertes/standardisiertes Moment

3
o ()
g
ein Maf3 far die Schiefe (engl. ,skewness*®) der Verteilung. Es wird oft genutzt, um die
Abweichung von einer symmetrischen Verteilung anzugeben.

4
#((54))
g
ist ein Maf3 far die Wolbung der Verteilung. Es wird oft genutzt, um die Abweichung von einer
Normalverteilung anzugeben.

Das vierte standardisierte Moment

Schiefe und Wélbung werden oft auch als hohere Momente bezeichnet.



Varianz und Standardabweichung
Beispiel: Zwei Zufallsgré3en (Fortsetzung)

o Seien X und Y die Zufallsgré3en des obigen Beispiels:

Var(X):(—2—0)2é+(0—0)2-%+(2—0)2& =2
Var(Y) = (—6—0)2-% + (—4—0)2é + (=2—=0)* =+ (0—0)?
+(2—o>2.%+(4—o>2é+(6—0)2é 14



Varianz und Standardabweichung
Beispiel: Zwei Zufallsgro3en (Fortsetzung)

o Seien X und Y die Zufallsgrof3en des obigen Beispiels:

Var(X) = (=2 —0)?-
Var(Y) = (=6 —0)?-

+(2-0)*-

Ol =

1
8

+ (4—0)*

ol =

+ (6 —0)

2 1
8

I
—_
S

a Dementsprechend sind o(X) = v2~ 1,4und o(Y) = /14 = 3.7:
Die Breite der Streuung um den Nullpunkt (= u(X) = u(Y)) zeigt die Ungleichheit der
Varianzen an, was sich auch in der Standardabweichung widerspiegelt.

P(X = Xi)
1 4

[
L4

|——>1

| |
-2 0 2

-6(X) -6(X)
PTS:V-145 ZufallsgréBBen und MaBBzahlen

1

P(Y =v)

1
N

N -

4 6 Vi

-0(Y)  [Feuerpfeil/Heigel 1999]
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Varianz und Standardabweichung
Rechenregeln: Konstante

Ist eine Zufallsgro3e X derart ,degeneriert®, dass sie nur einen einzigen Wert a €
mit P(X = a) = 1 annimmt, ist ihre Varianz Var(X) = 0.

Hat eine Zufallsgré3e X die Varianz Var(X) = 0, folgt direkt aus der Definition der
Varianz, dass die Zufallsgré3e degeneriert ist.

Daraus folgt

Satz 16 (varianz einer Konstanten)

Die Varianz einer Zufallsgro3e ist genau dann 0, wenn eine degenerierte Verteilung
mit P(X = a) = 1 fOr ein a € vorliegt.



Varianz und Standardabweichung
Rechenregeln: ,Linearitat®

Satz 17 (,Linearitat“ der Varianz und Standardabweichung)
FUr beliebige a,b € und eine Zufallsgrof3e X qilt:
Var(aX +b) = a*- Var(X)

olaX +b) = |a]-o0(X).



Varianz und Standardabweichung
Rechenregeln: ,Linearitat®

Satz 17 (,Linearitat“ der Varianz und Standardabweichung)
FUr beliebige a,b € und eine Zufallsgrof3e X qilt:

Var(aX +b) = a*- Var(X)
olaX +b) = |a]-o0(X).

Herleitung:
o SeiY=aX+0bflra,b €unda #D0.

o Esgilty; =ax; +bund P(Y =vy;) = P(X = x;). Daraus folgt:

k
Var(aX +b) = Var(Y Z V) P(Y =)

1=1



Bemerkungen:

Q Die ZufallsgréBBe Y = a X + b kann als Neuskalierung der Werte von X interpretiert werden.
Die Beziehung o(aX + b) = |a| - ¢(X) sagt dann: die Standardabweichung &ndert sich bei
einer linearen Transformation im gleichen Maf3e wie die Einheit von X.

a P =y;) = P(X = x;), da keine zwei z-Werte auf ein und denselben y-Wert abgebildet
werden (a # 0).

Q Fira=1giltVar(X +b) = Var(X) und o(X + b) = o(X). Diese Eigenschaft ist
nachvollziehbar, da durch X + b die Punkte von X nur um b Einheiten verschoben werden.
Die Werte streuen also um den Erwartungswert 1 + b von X + b genauso wie die Werte
von X um p.



Varianz und Standardabweichung
Exkurs: Standardisierung von Zufallsgré3en
Nutzen:

o Erkennung der Struktur eines Histogramms mit weit vom Nullpunkt
entferntem Erwartungswert und breiter Streuung.

o Vergleich von Histogrammen mit sehr unterschiedlichen Maf3zahlen.



Varianz und Standardabweichung
Exkurs: Standardisierung von Zufallsgré3en

Nutzen:

o Erkennung der Struktur eines Histogramms mit weit vom Nullpunkt
entferntem Erwartungswert und breiter Streuung.

o Vergleich von Histogrammen mit sehr unterschiedlichen Maf3zahlen.

o Verschieben des Erwartungswerts in den Nullpunkt einer neuen Skala.

o Festsetzen der Einheit der Skala, so dass die Standardabweichung den
Wert 1 bekommit.



Varianz und Standardabweichung
Exkurs: Standardisierung von Zufallsgré3en

Nutzen:

o Erkennung der Struktur eines Histogramms mit weit vom Nullpunkt
entferntem Erwartungswert und breiter Streuung.

o Vergleich von Histogrammen mit sehr unterschiedlichen Maf3zahlen.

o Verschieben des Erwartungswerts in den Nullpunkt einer neuen Skala.

o Festsetzen der Einheit der Skala, so dass die Standardabweichung den
Wert 1 bekommit.

Vorgehen flir a €™ und b €:

Z =aX +0b
so dass



Varianz und Standardabweichung
Exkurs: Standardisierung von Zufallsgré3en

Nutzen:

o Erkennung der Struktur eines Histogramms mit weit vom Nullpunkt
entferntem Erwartungswert und breiter Streuung.

o Vergleich von Histogrammen mit sehr unterschiedlichen Maf3zahlen.

o Verschieben des Erwartungswerts in den Nullpunkt einer neuen Skala.

o Festsetzen der Einheit der Skala, so dass die Standardabweichung den
Wert 1 bekommit.

Vorgehen flir a €™ und b €:

Z=aX +Db

so dass
wZ)=0 < a-wX)+0=0
&

a-0(X)=1



Varianz und Standardabweichung
Exkurs: Standardisierung von Zufallsgré3en

Nutzen:

o Erkennung der Struktur eines Histogramms mit weit vom Nullpunkt
entferntem Erwartungswert und breiter Streuung.

o Vergleich von Histogrammen mit sehr unterschiedlichen Maf3zahlen.

o Verschieben des Erwartungswerts in den Nullpunkt einer neuen Skala.

o Festsetzen der Einheit der Skala, so dass die Standardabweichung den
Wert 1 bekommit.

Vorgehen flir a €™ und b €:

/Z =aX +b
so dass
wZ)=0 & a-puX)+b=0 < bz—ggg
oZ)=1 < a-o(X)=1 < a:U(1X>



Varianz und Standardabweichung
Exkurs: Standardisierung von Zufallsgré3en

Nutzen:

o Erkennung der Struktur eines Histogramms mit weit vom Nullpunkt
entferntem Erwartungswert und breiter Streuung.

o Vergleich von Histogrammen mit sehr unterschiedlichen Maf3zahlen.

o Verschieben des Erwartungswerts in den Nullpunkt einer neuen Skala.

o Festsetzen der Einheit der Skala, so dass die Standardabweichung den
Wert 1 bekommit.

Vorgehen flir a €™ und b €:

X —u(X
Z—aX+b = Z-— pX)
o(X)
so dass
wZ2)=0 < a-uwX)+b=0 < bz—ggg
oZ)=1 < a-o(X)=1 < a:U(1X>



Varianz und Standardabweichung

Definition 18 (Standardisierte ZufallsgroéBe)

Sei X eine Zufallsgré3e mit dem Erwartungswert ;. und der
Standardabweichung o > 0. Dann heif3t die Zufallsgré3e
X —p
o)
die zu X gehorige standardisierte Zufallsgrof3e.

Z:




Bemerkungen:
Q Jede nicht degenerierte Zufallsgré3e Iasst sich standardisieren, andernfalls ist o 0.

Q Vergleiche die obigen Bemerkungen zu den standardisierten zentralen Momenten.



Varianz und Standardabweichung
Exkurs: Standardisierung von Zufallsgré3en

Standardisierung von Histgrammen:

o In Histogrammen reprasentieren Rechtecksinhalte Wahrscheinlichkeiten.
a Andert sich bei Z = % der Wert von X um 1, so andert sich Z um %

o Nach der Standardisierung missen ihre urspringlichen Hohen mit dem
Faktor o gestreckt werden, damit ihre Flachen gleich bleiben.

Beispiel: Histogrammrechteck mit 4, = 5 und o = 2.

X5 o
Z= > , h'=2h

[Feuerpfeil/Heigel 1999]



Varianz und Standardabweichung
Rechenregeln: Verschiebungsregel
Die Berechnung der Varianz gelingt oft leichter als mit der ,groBen® Summe ihrer Definition 15:

Satz 19 (Verschiebungsregel)
Fir die Varianz o2 einer ZufallsgroBe X gilt:

o’ = EB(X?%) — p1*.



Varianz und Standardabweichung
Rechenregeln: Verschiebungsregel

Die Berechnung der Varianz gelingt oft leichter als mit der ,groBen® Summe ihrer Definition 15:

Satz 19 (Verschiebungsregel)
Fir die Varianz o2 einer ZufallsgroBe X gilt:

o’ = B(X?) — i .

Herleitung:

o’ =Var(X) = E(X —p)?)


https://webis.de/downloads/lecturenotes/probability-theory-and-statistics/unit-de-expected-value.pdf#theorem-expected-value-of-a-constant
https://webis.de/downloads/lecturenotes/probability-theory-and-statistics/unit-de-expected-value.pdf#theorem-expected-value-linear-combination

Bemerkungen:

0 Diese wichtige und sehr oft angewendete Regel heif3t Verschiebungsregel, weil sich
0? = E((X — p)?) bis auf die Konstante p? durch F(X?) ausdriicken lasst, also eine
Verschiebung von E(X?) um p?.

0 Die Verschiebungsregel in allgemeinerer Form mit ¢ € lautet (siehe Ubungsaufgabe):
o? = B((X —0)?) — (n— ).

Oft ist es einfacher, E((X — ¢)?) bei geeignetem c zu berechnen, als £(X?). Sind die z;
beispielsweise recht grof3e Zahlen, die man nicht schnell im Kopf quadrieren kann, wird ¢ so
gewahlt, dass die absoluten Differenzen |xz; — ¢| méglichst klein sind.,

Q Inder Analogie der Masseverteilung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung (Erwartungswert als
Schwerpunkt der Masseanordnung) entspricht die Varianz dem Trdgheitsmoment der
Masseverteilung bzgl. des Masseschwerpunktes p. Die Verschiebungsregel ist in
allgemeiner Form dann das Analogon des Steinerschen Satzes flr Tragheitsmomente.



https://de.wikipedia.org/wiki/Steinerscher_Satz

Varianz und Standardabweichung

Rechenregeln: Verschiebungsregel

Beispiel: Wirfeln
o Sei X die Augenzahl beim Werfen eines Laplace-Waurfels.
a Erwartungswert: i = 3,5 =2
o Anwendung der Verschiebungsregel:

7

2 2 2 2 2 2 i 39
(P H 2743 F4A 5467 — | o] =

12

0'2:

| =

2

o Die Berechnung der Varianz nach Definition 14 ist aufwandiger.



Varianz und Standardabweichung
Rechenregeln: Additivitdt / Summenregel

Was ist die Varianz Var(X + Y') der Summe zweier Zufallsgro3en?

Fall 1: X und Y sind unabhangig

o Sei E(X)=E(Y)=0,sodass Var(X) = E(X?) und Var(Y) = E(Y?):

Var(X +Y) = E(X +Y)?) — (E(X +Y))
= E(X +Y))

= E(X?+2XY +Y?)
— E(X)42-E(X-Y)+E(Y?
— E(X?)+2-E(X)-E(Y)+E(Y?
= B(X)+ B(Y?)
= Var(X) + Var(Y)

a Wenn E(X) # 0 oder E(Y) # 0 unterscheidet sich X + Y nur um eine additive
Konstantate, die nach Satz 17 keinen Einfluss auf die Varianz hat.



Varianz und Standardabweichung
Rechenregeln: Additivitdt / Summenregel

Was ist die Varianz Var(X + Y') der Summe zweier Zufallsgro3en?

Fall 2: X und Y sind abhangig
0 Sei Y = X und X nicht degeneriert (Var(X) # 0):

Var(X + X) = Var(2X) = 2*Var(X) # Var(X) + Var(X)



Varianz und Standardabweichung
Rechenregeln: Additivitdt / Summenregel

Satz 20 (Additivitat der Varianz / Summenregel)

Die Varianz einer Summe zweier unabhangiger Zufallsgrof3en X und Y auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (2; P) ist gleich der Summe ihrer Varianzen:

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) .



Varianz und Standardabweichung
Rechenregeln: Additivitdt / Summenregel

Satz 20 (Additivitat der Varianz / Summenregel)

Die Varianz einer Summe zweier unabhangiger Zufallsgrof3en X und Y auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (2; P) ist gleich der Summe ihrer Varianzen:

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) .

Mit Satzen 17 und 20 Iasst sich die Summenregel fir die Varianz auch auf eine Linearkombination
von n Zufallsgrof3en Gbertragen:

Satz 21 (Varianz einer Linearkombination von ZufallsgréBen)

FUr die Varianz der Linearkombination a; X + ax Xo + ... + a, X, (a; €) von n
unabhangigen Zufallsgré3en X; auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2; P) gilt:

Var(a1X1 +as X9+ ...+ aan) = Var(CLle) + Var(ang) + ...+ Var(aan) .



Bemerkungen:

Q Die Additivitat der Varianz flr unabhangige Zufallsgré3en entdeckte
im Jahr 1853 Irénée-Jules Bienaymé (1796—1878, franzdsischer
Wahrscheinlichkeitstheoretiker und Statistiker).

Q Im Unterschied zum Erwartungswert ist die Varianz kein lineares
Funktionssymbol, da Var(aX + b) = a*Var(X) # aVar(X) + b.

a Im Warfel-Beispiel wurde gezeigt, dass die Varianz der Augenzahl
eines Wurfs 2 ist. Bei zwei Wiirfen ist sie gemaB Summenregel T}
und damit doppelt so hoch. Eine direkte Berechnung wird mit der Zahl
der Warfe / Warfel immer aufwandiger.

O Das wichtigste Argument fur die Varianz als Maf3 fir die Variabilitat einer Zufallsgrof3e ist ihre
Additivitat. Da die Varianz der Summe von unabhangigen Zufallsgré3en die Summe der
Einzelvarianzen ist, bietet sie in vielen praktischen Situationen einen wesentlichen
Rechenvorteil gegenlber alternativen MafBen, was wohl ein entscheidender Grund dafir war,
dass sich die Varianz auch in der Theorie durchgesetzt hat.




Varianz und Standardabweichung

Beispiel: Munzwurfglucksspiel
o Es werden je eine faire 5-Cent-, 2-Cent- und 1-Cent-Minze geworfen.
o Alle Minzen, die ,Zahl* zeigen erhalt der Spielende.
o Der Spieleinsatz je Wurf der drei Minzen (,,Dreierwurf®) betragt 5 Cent.

o Was sind der Erwartungswert und die Varianz des Reingewinns der Bank?



Varianz und Standardabweichung
Beispiel: Munzwurfgllcksspiel

a

a

Es werden je eine faire 5-Cent-, 2-Cent- und 1-Cent-Munze geworfen.
Alle Manzen, die ,Zahl“ zeigen erhalt der Spielende.
Der Spieleinsatz je Wurf der drei Minzen (,,Dreierwurf®) betragt 5 Cent.

Was sind der Erwartungswert und die Varianz des Reingewinns der Bank?

Seien ; = {K; Z} (i € {1;2;3}) Ergebnisrdume der Einzelwirfe.

Seien X; entsprechende Zufallsgro3en fur Verlust / Gewinn des Spielenden:

X, — 0 fl?rw:K
1 firw =2

Sei Y Zufallsgré3e des Reingewinns der Bank nach jedem Dreierwurf:

Y =5-5-X;—2-Xy—1- X5



Varianz und Standardabweichung
Beispiel: Munzwurfgllcksspiel

Mogliche Ergebnisse, Wahrscheinlichkeiten und Werte far die X, und Y':

5Cent 2Cent 1 Cent D X: Xo X3 Y

K K K 4 0o 0 0 5
K K Z s 0 0 1 4
K Z K 5 0 1 0 3
K Z Z s 0 1 1 2
Z K K g 10 0 0
Z K Z s 10 1 -1
Z Z K g 11 0 =2
Z Z Z s 1 1 1 =3




Varianz und Standardabweichung
Beispiel: Munzwurfgllcksspiel

Mogliche Ergebnisse, Wahrscheinlichkeiten und Werte far die X, und Y':

5Cent 2Cent 1 Cent D X: Xo X3 Y

K K K 4 0o 0 0 5
K K Z s 0 0 1 4
K Z K 5 0 1 0 3
K Z Z s 0 1 1 2
Z K K g 10 0 0
Z K Z s 10 1 -1
Z Z K g 11 0 =2
Z Z Z s 1 1 1 =3

Abhangigkeit / Unabhangigkeit:
o Die X; sind in allen Kombinationen unabhangig; aber nicht von Y":
PXi=1ANY ==3) = PXi=1ANXo =1ANX3=1)
= P(X;=1)-P(Xy=1)- P(X3=1)
— 1 1 1_1 £ %.%:p(Xlzl).pQ/:_g)_

o Anschaulich: X; =1 folgt aus Y < 0, so dass X; abhangig von Y sein muss.



Varianz und Standardabweichung
Beispiel: Munzwurfgllcksspiel

Mogliche Ergebnisse, Wahrscheinlichkeiten und Werte far die X, und Y':

5Cent 2Cent 1 Cent D X: Xo X3 Y
K K K 4 0o 0 0 5
K K Z s 0 0 1 4
K Z K 5 0 1 0 3
K Z Z s 0 1 1 2
Z K K g 10 0 0
Z K Z s 10 1 -1
Z Z K g 11 0 =2
Z Z Z s 1 1 1 =3

Erwartungswert und Varianz von X;:
E(XZ-) 0-++1-4 =1,
2

Var(X;) = (0=3)" 3+ (1-3)"5 =



Varianz und Standardabweichung
Beispiel: Munzwurfgllcksspiel

Mogliche Ergebnisse, Wahrscheinlichkeiten und Werte far die X, und Y':

5Cent 2Cent 1 Cent D X: Xo X3 Y

K K K 4 0o 0 0 5
K K Z s 0 0 1 4
K Z K 5 0 1 0 3
K Z Z s 0 1 1 2
Z K K g 10 0 0
Z K Z s 10 1 -1
Z Z K g 11 0 =2
Z Z Z s 1 1 1 =3
Erwartungswert und Varianz von X;:
1 1 1
_ 1\2 1 N2 1 1
Var(Xi) = (0—3) 5+ (1=3)"-5 = 1.

Erwartungswert und Varianz von Y:

1 1 1 1 1 1 1 1

Var(Y) =525 + 4% ¢ + 3% g + 220 + 024 + 124 + 224 + 32 ¢

— 12 =



Varianz und Standardabweichung
Beispiel: Munzwurfgllcksspiel

Mogliche Ergebnisse, Wahrscheinlichkeiten und Werte far die X, und Y':

5Cent 2Cent 1 Cent D X: Xo X3 Y

K K K 4 0o 0 0 5
K K Z s 0 0 1 4
K Z K 5 0 1 0 3
K Z Z s 0 1 1 2
Z K K g 10 0 0
Z K Z s 10 1 -1
Z Z K g 11 0 =2
Z Z Z s 1 1 1 =3

Erwartungswert und Varianz von Y':
EY)=FEb-5X;—-2X,—-1X3)=5—-5-E(X))—2-E(Xy) —1- E(X3)
=5-5-3-2-53-1-3 =1,
Var(Y) = Var(b — 5X; —2X, — 1X3) = Var(=5X; — 2X, — 1.X3)
= (=5)%-Var(X)) + (—2)% - Var(X;) + (—1)? - Var(X3)
= (=52 14+ (=22 14 (=11 =75,



Bemerkungen:

O Ob das Berechnen des Erwartungswertes und der Varianz einer zusammengesetzten
Zufallsgrof3e Y aus der Tabelle oder aus den Erwartungswerten und den Varianzen der
einzelnen ZufallsgroBen X; ,einfacher” oder schneller ist, hangt sicher von Art und Umfang
des Experiments ab.



