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1 EINFUHRUNG 1
1 Einfiihrung

Die kiirzer werdenden Produktlebenszyklen erfordern eine schnellere Entwicklung von
verbesserten und neuen Produkten. Weiterhin ist eine Reduzierung der Entwicklungs-
kosten notwendig, um die Konkurrenzfihigkeit am Markt zu sichern. Zudem sind
immer hohere Anforderungen der Kunden an die Produkte zu befriedigen. Da die
Produktentwicklung die genannten Punkte zu einem erheblichen Teil beeinflufst, sind

besonders ihre Systematiken und Methoden zu verbessern und zu erneuern.

In letzter Zeit hat man unter anderem die Systematiken und Methoden der Produkt-
entwicklung durch den Einsatz der Computertechnik an die neuen Anforderungen an-
gepakt. Leistungsfihige Rechner ermdéglichen heute die Durchfiihrung aufwendiger
Berechnungen, die vor einigen Jahren noch nicht oder nur in besonders geférderten
Bereichen moglich waren. Zwischen dem Konstrukteur und dem Rechner dient die
Software als Schnittstelle. Sie soll dem Entwickler die Eingabe des Problems in einer
ihm vertrauten ,,Sprache” erméglichen. Die Software mufl dann zum einen das Problem
in eine fiir den Rechner verarbeitbare ,,Sprache” transformieren, und zum anderen 16-
sen. Folglich muf die Software Algorithmen zur Modellbildung und zur Problemlésung

beinhalten.

In vielen Fillen sind technische Produkte keinem einzelnen Fachgebiet mehr zuzuord-
nen. Sie bestehen vielmehr aus mechanischen, elektrischen und informationsverarbei-
tenden Komponenten. Diese mechatronischen Produkte bereiten beim Computerein-
satz erhebliche Probleme, da die dazu zur Verfiigung stehende Software eine erhebliche
Abstraktion des Problems voraussetzt. Die ,,Sprache”, in der man dem Computer das

Problem eingibt, entspricht in der Regel nicht der ,,Sprache* des Entwicklers.

Die Entwicklung von Software, die dem Entwickler eine effiziente Eingabe des Pro-
blems bietet und weiterhin eine effiziente Losung des Problems erlaubt, erfordert eine
enge Zusammenarbeit zwischen den Experten der jeweiligen Fachgebiete und den In-
formatikern. Hierzu soll diese Arbeit einen Beitrag leisten. Im Rahmen dieser Arbeit
werden die Starrkorpersysteme behandelt, die oft die mechanische Grundstruktur wie

bei Manipulatoren bilden.

Im Anschluf an die Einfiihrung in diese Arbeit wird zunichst ein Uberblick iiber die
Modellbildung gegeben. Das dritte Kapitel beschreibt die Modellbildung von Starrkéor-
persystemen. Wie man mit verschiedenen Softwarepaketen Starrkérpersysteme model-

liert, zeigt das darauffolgende Kapitel. Das letzte Kapitel fallt die Ausfiihrungen und
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Ergebnisse dieser Arbeit zusammen und gibt einen Ausblick auf die weiteren Entwick-

lungsmoglichkeiten von Modellbildungssoftware.

Um die Methoden in den Kapiteln drei und vier zu demonstrieren, befinden sich im
Anhang zwei Fallbeispiele. Bei dem ersten Fallbeispiel handelt es sich um einen Schub-
kurbeltrieb, der Teil eines Verbrennungsmotors ist. Das zweite Fallbeispiel beinhaltet
eine Kufe, die eine Abstraktion eines Wagens ist, bei der die Rider einer Achse lenkbar

und die der anderen nicht lenkbar sind.
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2 Modellbildung

Unter einem System versteht man das Objekt der Betrachtung. Ein Modell ist ein
begrenztes Abbild von einem System. Den Prozefs, von einem System ein Modell zu
bilden, bezeichnet man als Modellbildung. Die Modellbildung ist eine zentrale Me-
thode der Systemtheorie, die eine fachiibergreifende Beschreibung von Systemen und

Methoden zur Losung von Problemen beziiglich solcher Systeme beinhaltet.

2.1 Motivation zur Modellbildung

Die Losung eines Problems besteht zum Teil aus dem Auffinden von Antworten auf Fra-
gen, die ein System betreffen. Dabei kénnen die Antworten durch die Interpretation
von Ergebnissen aus FEzxperimenten am System erhalten werden. Ein solches Experi-
ment besteht aus dem gezielten Einwirken auf das System bei gleichzeitiger Erfassung

bestimmter Systemverdnderungen (Abbildung 1).

System Frage
\ / Experiment
Ergebnis
Interpretation
Antwort

Abbildung 1: Experiment am System

Diese Vorgehensweise ist jedoch unmdoglich, wenn das System noch nicht existiert, son-
dern erst zu schaffen ist. Auch wenn das System bereits existiert, sprechen verschiedene

Griinde dennoch gegen die direkte Ausfithrung eines Experimentes am System:

e Das Experiment ist nicht realisierbar.
e Die Systemveridnderungen sind zu schnell oder zu langsam.

e Das Experiment ist mit nicht vertretbar hohen Kosten verbunden.
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Durch das Experiment entstehen grofle Gefahren.

Das System ist zu klein oder zu grof.

Der Einfluf des Experimentes beeinflufit die Systemverdnderung zu stark.

Die Systemveridnderung soll vorausgesagt werden.

Eine Abhilfe ist es, von dem System ein Modell zu bilden und das Experiment dann
stellvertretend am Modell durchzufiihren. Das Experiment am Modell bezeichnet man
allgemein als Simulation, da es sich nicht um wirkliche Einwirkungen auf das System

sowie wirkliche Systemverinderungen handelt (Abbildung 2).

System Frage
\ Modellbildung
Modell
\ Simulation
Ergebnis
Interpretation
Antwort

Abbildung 2: Simulation am Modell

Ein Modell ist aber immer nur ein begrenztes Abbild von einem System. Folglich
besteht die Gefahr der falschen Interpretation von Ergebnissen aus einer Simulation.
Diese Gefahr ist jedoch geringer einzuschitzen, wenn man sich bei der Modellbildung

immer bewufSt ist, welche Aspekte das Modell vom System beschreibt und welche nicht.

2.2 Aufbau eines Systems

Ein System setzt sich aus Elementen und Beziehungen zusammen. Die Beziehungen

lassen sich in Beziehungen zwischen den Elementen untereinander und in Beziehungen
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zwischen den Elementen und der Umgebung unterteilen. Sowohl die Elemente als auch
die Beziehungen sind durch Attribute gekennzeichnet. Ein von der Zeit unabhingiges
Attribut heifit Parameter. Die zur Beschreibung des Systemverhaltens notwendigen

zeitabhdngigen Attribute nennt man Zustandsgrofien.

Bei den Attributen, die die Beziehungen zwischen den Elementen und der Umgebung
kennzeichnen, ist zwischen Fin- und Ausgangsgrofien zu unterscheiden. Die Eingangs-
grofen wirken von der Umgebung auf das System ein. Hierdurch wird der Systemzu-
stand beeinflufit. Die sich aus den Eingangsgréflen und den Zustandsgréflen ergeben-
den Ausgangsgrofen wirken wiederum vom System auf die Umgebung. Das System ist
demnach ein Ubertragungsglied, das Eingangsgrofen auf AusgangsgroRen iibertrigt.

In Abbildung 3 ist das System als Block mit Ein- und Ausgangsgréfen dargestellt.

Eingang Ausgang

System

l

Abbildung 3: System als Block mit Ein- und Ausgangsgrofien

Mehrere Systeme kénnen miteinander in Verbindung stehen und so ein neues System
bilden. Dabei kann der Ausgang eines Systems der Eingang eines anderen Systems
sein. Die unbelegten Eingénge sind die neuen Eingdnge und die unbelegten Ausgéinge
sind die neuen Ausginge des neuen Systems. Durch die Verbindung der Systeme wird

die Struktur des neuen Systems festgelegt (Abbildung 4).

System 3 [— 1

]
——= System 1 System 2 =
=
|
|
|
|
|

Abbildung 4: Struktur eines neuen Systems

Der Inhalt eines Systems ist vom Betrachter zu wihlen. Ein System ist das, was

als System betrachtet wird. Die Grenze zwischen System und Umgebung ist aber
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so zu ziehen, dafl die Losung des Problems moglichst einfach zu finden ist. Dieses
Einteilungsprinzip findet man an verschiedenen Stellen in der Mechanik. Dazu gehoren

unter anderem das Schnittprinzip und der Kontrollraum.

2.3 Bildung eines mentalen Modells

Zu Beginn der Modellbildung mufl das zu modellierende System abgegrenzt werden. Je
nachdem, ob das System, von dem ein Modell zu bilden ist, bereits existiert oder erst
zu schaffen ist, unterscheidet sich die Modellbildung. Existiert das System, so liegt es
in all seinen Einzelheiten vor. Bei einem nicht existierenden System besteht jedoch nur
eine grobe Vorstellung desselben, die in der Regel auf &hnliche Komponenten bereits

existierender Systeme beruht.

In einem weiteren Schritt ist das System zu analysieren. Dabei werden die Elemente,
Beziehungen und Attribute des Systems bestimmt. Weiterhin erfolgt die Unterschei-
dung zwischen Ein-, Aus-, und Zustandsgréfen sowie Parametern. Dieser Schritt der
Modellbildung erfordert vom Modellbilder die Durchdringung des Systems, die ihm

dann ein tieferes Verstidndnis iiber das Wirken im System liefert.

Wenn das System analysiert ist, stellt sich die Frage, welche Eigenschaften, also welche
Elemente, Beziehungen und Attribute, auf das Modell abgebildet werden sollen. An
dieser Stelle legt der Modellbilder im wesentlichen die Modelltiefe fest. Allgemein 143t

sich hierzu sagen:

Ein Modell soll nur die Eigenschaften des Systems beinhalten, die notwendig sind, um

die Frage hinreichend beantworten zu konnen.

Diese Aussage fordert, dafs nicht nur das System zu durchdringen ist, sondern auch die
Frage genau zu formulieren ist. Weiterhin ergeben sich daraus mehrere Modelle fiir ein
System, je nachdem wie die Frage lautet. Das Modell soll durch die obige Forderung

so genau wie notig und so einfach wie méglich werden.

Durch diese Auswahl der Eigenschaften erreicht man, dafs das Modell fiir weitere Mo-
dellierungsschritte und fiir die Simulation nicht zu komplex ist. Zudem werden die
wichtigen Eigenschaften hervorgehoben, wodurch der Systemanalytiker den Ursache-
Wirkung-Zusammenhang besser iiberblicken kann. Demgegeniiber steht der Nachteil,

dafl das Modell nur zur Beantwortung der zugrundeliegenden Frage einsetzbar ist.
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Am Ende dieses Prozesses hat sich der Modellbilder ein mentales Modell des Systems
geschaffen. Mentale Modelle sind somit durch Abstraktion des Systems entstandene
Modelle, die nur im menschlichen Bewufstsein existieren. Wahrend der Modellbildung
wurden die unstrukturierten Informationen iiber das System in strukturierte Informa-

tionen iiber das mentale Modell iiberfiihrt.

Der beschriebene Prozef ist ein Prozefl der Erkenntnisgewinnung. Die bei diesem Pro-
zell erhaltenen mentalen Modelle sind die Grundlage des menschlichen Verstehens und
Handelns, da sie ein Konzept beinhalten, die der Mensch beziiglich eines Systems hat.
Jede Auseinandersetzung mit einem System fiihrt zum Aufbau oder zur Verédnderung
mentaler Modelle. Die erfolgreiche Interaktion mit einem System setzt mentale Model-
le voraus, da nur so eine Ursache produziert werden kann, die die gewiinschte Wirkung

zur Folge hat.

2.4 Klassifikation der Modelle

Aufgrund ihrer Entstehung haben mentale Modelle sowohl heuristischen als auch in-
tuitiven Charakter. Thre Ungenauigkeit fiihrt zu Problemen bei der Kommunikation.
Weiterhin konnen an ihnen nur eingeschrinkt Simulationen durchgefiihrt werden. In
diesem Zusammenhang stellen symbolische und physikalische Modelle grundlegende
Ansitze zur Beschreibung mentaler Modelle dar. Diese Modelle erleichtern, bedingt
durch ihre Reprisentation, die Kommunikation. Zudem unterscheiden sich alle drei

Modellarten hinsichtlich ihrer Eignung, Simulationen an ihnen durchzufiihren.

Zu den symbolischen Modellen gehoren die grafischen Modelle, wie hydraulische oder
pneumatische Schaltpline, Blockschaltbilder, elektrische Netzwerke und mechanische
Strukturbilder. Alle diese fachspezifischen, grafischen Darstellungen definieren die Ele-

mente, Beziehungen und Attribute eines Systems.

Neben den grafischen Modellen sind auch mathematische und algorithmische Model-
le symbolische Modelle. Das mathematische Modell besteht aus der Gesamtheit der
mathematischen Relationen, die die Elemente und Beziehungen beschreiben. Dabei
werden den Attributen Variablen zugeordnet und die Relationen in Abhingigkeit der
Variablen formuliert. Das algorithmische Modell unterscheidet sich vom mathema-
tischen Modell in der Organisation der Relationen. Bei ihm sind die Relationen so

organisiert, dafl sie mit entsprechenden Verfahren schrittweise 16sbar sind. Modelle
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in Form von Programmen, die von einem Rechner direkt verarbeitet werden kénnen,

heilen rechnerinterne Modelle.

Die grafischen Modelle sind eine gute Basis fiir die Kommunikation zwischen verschie-
denen Personen, da sie einerseits eng mit den mentalen Bildern einer Person, anderer-
seits wegen ihrer bildlichen Darstellungsart leicht von anderen zu iiberschauen sind.
Sie sind aber weniger fiir eine Simulation geeignet. Gegeniiber den grafischen Modellen
sind die mathematischen und algorithmischen Modelle préziser und sehr gut als Aus-
gangsbasis fiir eine Simulation geeignet. Bedingt durch ihre Abstraktheit eignen sie
sich aber schlechter zur Kommunikation. Rechnerinterne Modelle dienen ausschlieflich

zur Simulation.

Bedeutende physikalische Modelle sind majpstdbliche, imitative und analoge Modelle.
Zu den mafstablichen Modellen gehoren zum Beispiel Modelle von Autos, Schiffen und
Flugzeugen, die in einer kiinstlichen Umgebung untersucht werden. Uber Ahnlich-
keitsgesetze kann man dann auf das Verhalten des Systems zuriickschlieffen. Imitative
Modelle sind zum Beispiel Molekiil- oder Organmodelle, die im wesentlichen zur An-
schauung dienen. Analoge Modelle beruhen auf Analogien zwischen verschiedenen
Fachdisziplinen. So sind mechanische Strukturen aus Massen, Federn und Dampfern
durch elektrische Netzwerke aus Induktivititen, Kapazititen und Widerstianden dar-
stellbar.

Modelle
mentale Modelle symbolische Modelle physikalische Modelle
— grafische Modelle — malstidbliche Modelle
— mathematische Modelle — imitative Modelle
— algorithmische Modelle =~ — analoge Modelle
— rechnerinterne Modelle — ..

Abbildung 5: Klassifikation der Modelle
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2.5 Bildung eines rechnerinternen Modells

Wenn es das Ziel ist, ein rechnerinternes Modell von einem System zu bilden, dann
wird der Prozefl der Modellbildung {iber mehrere Zwischenmodelle vollzogen. Die erste
Modellart ist stets ein mentales Modell. Soll der Rechner nicht nur als Simulations-
werkzeug dienen, sondern auch die Modellbildung unterstiitzen, dann ist an irgendeiner

Stelle im Modellbildungsprozefs das Modell in den Rechner einzugeben.

Anzustreben ist es, das mentale Modell in den Rechner einzugeben, um Fehler bei
der Formalisierung zu vermeiden und komplexe Systeme handhabbarer zu machen.
Die Eingabe geschieht am sinnvollsten iiber ein grafisches Modell, dessen grafische
Elemente das Modellbildungsprogramm bereitgestellt. Der Modellbilder mufl dann die

Elemente auswéhlen und die Beziehungen eingeben.

Von dem grafischen Modell sind die mathematischen Relationen abzuleiten, die das
mathematische Modell bilden. Durch eine entsprechende Aufbereitung der Relationen
ergibt sich das algorithmische Modell, das abschliefend in ein rechnerinternes Modell

iberfithrt wird.

Der Weg vom System zum rechnerinternen Modell ist durch eine sténdige Abstraktion
und Formalisierung gekennzeichnet. Bei jedem Modellbildungsschritt gehen Eigen-
schaften verloren, wodurch die verbleibenden hervorgehoben werden. Weiterhin hingt
es vom jeweiligen Formalismus ab, welche Form das Modell hat. So kann es zu einem
mentalen Modell mehrere grafische Modelle geben. Ebenso ergeben sich unterschied-
liche mathematische Modelle, je nachdem iiber welchen Formalismus die Relationen
abgeleitet werden. Letztlich sind von einem mathematischen Modell unterschiedliche

algorithmische Modelle und davon unterschiedliche rechnerinterne Modelle generierbar.

Die ausgewihlten Modellbildungsverfahren haben deshalb einen erheblichen Einfluf}
auf die Komplexitdt und Performanz des rechnerinternen Modells. Neben den Ei-
genschaften, die ein Modell hat, konnen auch die Komplexitit und Performanz zur
Wiederholung von Modellbildungsschritten fithren. Die Modellbildung erhélt dadurch
einen iterativen Charakter (Abbildung 6).

Bei der Bildung eines Modells gibt es hinsichtlich der Gestalt und der Funktion eines
Systems die beiden Extremfille eines Gestaltmodells und eines Funktionsmodells. In-
wieweit die Modellierung von Gestalt und Funktion trennbar ist, hingt vom System
und der Fragestellung ab. Meistens umfafit das Modell Gestalt und Funktion in unter-
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i

System

Frage

mentales
Modell

grafisches
Modell

mathematisches
Modell

I DY T R

algorithmisches
Modell

_| rechnerinternes
Modell

Abbildung 6: Bildung eines rechnerinternen Modells

schiedlichen Modellierungstiefen. Ist sowohl die Gestalt als auch die Funktion in einem

rechnerinternen Modell abgebildet, dann kann das System animiert werden.

2.6 Parameteridentifikation und Verifikation des Modells

10

Bevor ein rechnerinternes Modell zur Simulation nutzbar ist, sind noch zwei Schritte zu

vollziehen. Zum einen miissen die Parameter des Modells bestimmt werden. Zum ande-

ren ist das Modell auf Abbildungstreue zu iiberpriifen. Erst dann ergibt die Simulation

Ergebnisse, die auf das wahre Systemverhalten zuriickschliefen lassen.

Wenn es méglich ist, konnen die Parameter a priori gewihlt werden. In vielen Fillen,

besonders bei komplexen Systemen, ist das aber nicht méglich. Der Grund dafiir liegt

in der mangelnden Kenntnis iiber die zugrundeliegenden Effekte. So ist es bei techni-
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schen Systemen hiufig schwierig, Parameter komplexer Materialien oder Parameter fiir
Kontaktvorginge zu erhalten. Daher bleibt nur die Moglichkeit, diese Parameter aus
Erfahrung oder aus Experimenten am System zu erhalten. Der letzte Fall entspricht

einer Parameteridentifikation.

Sind die Parameter bestimmt, dann kann eine Simulation durchgefiihrt werden. Fiihrt
man ein zur Simulation entsprechendes Experiment am System durch, dann ist durch
ein Vergleich der simulierten und der experimentell ermittelten Ergebnisse das Modell
auf Abbildungstreue iiberpriifbar. Dieser als Verifikation bezeichnete Vorgang fiihrt

zu einer Validierung oder zu einer Fulsifizierung des Modells.

Die Validierung ist eine Best#itigung der Ubereinstimmung zwischen System und Modell
innerhalb des Giiltigkeitsbereiches. Bei einer Falsifizierung weichen die Ergebnisse zu
stark ab. Die Folge ist eine Nachbesserung des Modells innerhalb der verschiedenen
Phasen der Modellbildung. Auch hier wird der iterative Charakter der Modellbildung
deutlich. Da eine exakte Ubereinstimmung zwischen simulierten und experimentell

ermittelten Ergebnissen unrealistisch ist, ist ein Beweis eines Modells nicht moglich.

Falls das System nicht existiert, sind die ergénzten Schritte nicht vollziehbar, da sie
die Existenz des Systems voraussetzen. In diesem Fall muff man sich zunéchst auf a

priori-Parameter und Plausibilitétstests beschrinken.

2.7 Klassifikation der Systeme

Systeme konnen hinsichtlich verschiedener Merkmale klassifiziert werden. Da Model-
le Abbilder von Systemen sind, bezieht sich die Klassifikation auch auf die Modelle.
Die Klassifikation hat besonders im Hinblick auf eine Abbildung des Systems in den
Rechner Bedeutung, da die Merkmale einen Einfluff auf die Verfahrensauswahl bei der

Simulation haben. Im nachfolgenden sind die wichtigsten Merkmale kurz definiert.

e Statisch, stationdr, dynamisch: Ein System, bei dem sich die Zustdnde nicht &n-
dern, heifit statisch. Ist die zeitliche Anderung des Zustandes konstant, bezeich-
net man es als stationdr. Dagegen handelt es sich um ein dynamisches System,

wenn die Zustandsdnderung von der Zeit abhangt.

o Linear, nichtlinear: Es wird zwischen linearen und nichtlinearen Systemen un-

terschieden. Der Ausgangspunkt ist die Definition eines linearen Systems. FEin
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lineares System muf zum einen das Uberlagerungsprinzip und zum anderen das
Verstirkungsprinzip erfiillen. Systeme, die eines der beiden Prinzipien nicht erfiil-
len, bezeichnet man als nichtlinear. Wenn y; und %, die zu den Eingéngen u; und
uy gehorenden Ausginge sind, dann besagt das Uberlagerungsprinzip, da8 y; +v»
der zum Eingang u; + uy gehorende Ausgang ist. Somit sind die Summation und
die Operation, die den Eingang u auf den Ausgang y abbildet, vertauschbar. Das
Verstarkungsprinzip besagt, daff der zum Eingang cu gehorende Ausgang cy ist,
falls y der Ausgang zum Eingang v und c eine konstante Zahl ist. Daher sind hier

die Multiplikation mit einer konstanten Zahl und die Operation vertauschbar.

o Zeitvariant, zeitinvariant: Man unterscheidet zeitvariante und zeitinvariante Sy-
steme. Der Ausgangspunkt ist die Definition eines zeitinvariantes System. Ein
zeitinvariantes System mufs das Verschiebungsprinzip erfiillen. Systeme, die das
Verschiebungsprinzip nicht erfiillen bezeichnet man als zeitvariant. Wenn wieder
y der Ausgang zum Eingang u ist, dann erfiillt ein System das Verschiebungsprin-
zip, wenn y(t —7) der Ausgang zum Eingang u(t —7) ist. Bei diesem Prinzip sind
die zeitliche Verschiebung um 7 und die Operation vertauschbar. Solche Systeme
werden durch Differential- oder Differenzengleichungen mit zeitlich konstanten

Koeffizienten beschrieben.

e Diskret, kontinuierlich: Systeme mit diskreten Parametern haben nur eine un-
abhéngige Variable, die Zeit. Sie werden durch gewohnliche Differential- oder
Differenzengleichungen beschrieben. Dagegen haben Systeme mit kontinuierli-
chen Parametern neben der Zeit noch rdumliche Koordinaten als unabhéngige
Variablen. Diese Systeme werden durch partielle Differential- oder Differenzen-

gleichungen dargestellt.

o Zeitdiskret, zeitkontinuierlich: Attribute zeitkontinuierlicher Systeme sind iiber
ein kontinuierliches Zeitintervall definiert, wogegen die Attribute bei zeitdiskre-
ten Systemen nur fiir bestimmte Zeitpunkte definiert sind. Zeitkontinuierliche
Systeme werden durch Differentialgleichungen und zeitdiskrete Systeme durch

Differenzengleichungen beschrieben.

e Deterministisch, stochastisch: Bei deterministischen Systemen sind die Attribute
zu jedem Zeitpunkt vorhersagbar. Dagegen kann man sie bei stochastischen

Systemen nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit vorhersagen.
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3 Modellbildung von Starrkorpersystemen

Die Modellbildung bezieht sich hier auf die Bildung eines mathematischen Modells von
einem Starrkorpersystem. Dieses mathematische Modell beschreibt das Starrkorpersy-
stem hinsichtlich seiner Kinematik und Dynamik. Ausgangspunkt der Modellbildung
ist ein grafisches Modell des Starrkorpersystems, das das mentale Modell beschreibt.

Zur Bildung des mathematischen Modells gehort eine Beschreibung der Elemente sowie
der Beziehungen des Starrkorpersystems. Die aus den Beziehungen resultierenden Re-
lationen heiflen Zwangsbedingungen. Als Bewegungsgleichungen bezeichnet man die zu
den Elementen gehorenden Gleichungen. Zum Aufstellen der Bewegungsgleichungen

gibt es zwei Strategien:

1. Mit den NEWTON-EULER-Gleichungen der klassischen Mechanik beschreibt man

die Elemente lokal.

2. Mit den Prinzipien der analytischen Mechanik erfolgt die Beschreibung der Ele-

mente dagegen global.

Zu den Prinzipien der analytischen Mechanik gehdéren unter anderem das Prinzip von

D’ALEMBERT, das Prinzip von JOURDAIN und das Prinzip von GAUSS.

3.1 Elemente und Beziehungen eines Starrkorpersystems

In der Mechanik wéhlt man in der Regel den stofflichen Zusammenhalt als Ordnungs-
gesichtspunkt, um reale Korper einzuteilen. Danach wird zwischen starren, elastischen,
plastischen, fliissigen und gasférmigen Korpern unterschieden. Charakteristisch fiir den
starren Korper sind die festen Abstinde seiner Korperpunkte. Da der starre Korper
die Idealisierung eines realen Koérpers ist, handelt es sich beim starren Korper schon

um ein Modell eines realen Korpers.

Aus den festen Abstéinden der Korperpunkte beim starren Korper folgt, daf reale
Ko6rper nur dann durch starre Koérper modellierbar sind, wenn die Verformung des
realen Korpers in bezug auf die Fragestellung nicht von Bedeutung ist. Bedingt durch
die Vernachléssigung der Verformung gibt der starre Korper nur die Eigenschaften
Trigheit und Schwere wieder, nicht aber Eigenschaften wie zum Beispiel Nachgiebigkeit

und Reibung.
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Die getrennte Betrachtung der Eigenschaften Trégheit und Schwere einerseits, sowie
Nachgiebigkeit und Reibung andererseits fiihrt zu Systemen mit diskreten Parametern,
da die Eigenschaften des starren Korpers nicht von rdumlichen Koordinaten abhén-
gen. In vielen Fillen sind die Systeme zusétzlich zeitinvariant und zeitkontinuierlich.
Dementsprechend erfolgt die mathematische Beschreibung mittels gewdhnlicher Diffe-

rentialgleichungen mit zeitlich konstanten Koeffizienten.

Die Elemente eines Starrkorpersystems sind die starren Korper. Eine Erweiterung
der Starrkérpersysteme kann durch Elemente erfolgen, die Energie einleiten, dissipie-
ren oder speichern. Zu den Attributen des starren Korpers gehéren zum Beispiel die

Koordinaten, die Geschwindigkeiten und die Beschleunigungen.

Durch die Koordinaten wird die Position und die Orientierung des starren Korpers
festgelegt. Mit den drei kartesischen Koordinaten des Schwerpunktes ist zum Beispiel
die Position und mit den drei EULER-Winkeln die Orientierung angebbar. Insgesamt
ergeben sich also immer sechs Koordinaten pro Koérper. FEin System aus p starren
Korpern hat folglich
f=6p

Koordinaten z; ...z¢. Die zeitlichen Ableitungen der Koordinaten sind die Geschwin-
digkeiten #;...2; und die Beschleunigungen &, ...Z;. Eine konkrete Auspragung der

Koordinaten heifit Konfiguration des Starrkorpersystems. Die Bewegung des Starrkor-

persystems wird durch eine Ausprigung der Geschwindigkeiten festgelegt.

Die Krifte und Momente, die zwischen den starren Korpern untereinander und zwi-
schen den starren Korpern und der Umgebung wirken, stellen die Beziehungen des Sy-
stems dar. Dabei unterscheidet man zwei Arten von Kréften und Momenten. Solche,
die die Konfiguration oder die Bewegung des Systems einschrinken, heifen Zwangs-

krifte und -momente. Alle anderen heiflen eingeprdigte Krifte und Momente.

In welche Richtungen Zwangskrifte und um welche Achsen Zwangsmomente wirken
konnen, legt die Geometrie der starren Koérper und der Umgebung in den Kontakt-
bereichen fest. Indem die Kontaktbereiche durch Gelenke symbolisiert werden, erhéalt
man eine iibersichtliche Darstellung der Kontaktverhiltnisse. Ubertrigt ein Gelenk m

Zwangskrifte und -momente, dann hat ein System mit v Gelenken

v
0= Zmz
i=1

Zwangsgrofien zi . .. Z,-
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gelenk und die Schneide hervorgerufen. Die Antriebskraft F', das Lenkmoment M und
die Gewichtskraft G'i sind eingeprigte Krifte oder Momente.

3.2 Zwangsbedingungen

Die Zwangskrifte und -momente resultieren aus kinematischen Zwingen des Systems,
die ihren Ursprung in den Gelenken haben. Man kann jeden Zwang durch eine Glei-
chung beschreiben, die die Abhingigkeiten zwischen den Koordinaten und/oder den
Geschwindigkeiten wiedergeben. Jede Zwangsgrofle korrespondiert mit einer Zwangs-

bedingung, die die mathematische Beschreibung der Beziehung ist.

Je nach Struktur der Zwangsbedingungen unterscheidet man zwischen holonomen und
nichtholonomen sowie skleronomen und rheonomen Zwangsbedingungen. Skleronome
Bedingungen sind zeitunabhéngig. Dagegen sind rheonome Bedingungen Funktionen
der Zeit. Treten in den Bedingungen Geschwindigkeiten auf, so heiffen sie nichtholo-

nom, andernfalls holonom.
Eine rheonom holonome Bedingung 1t sich stets in der Form
flxi...2p,t) =0
und eine rheonom nichtholonome Bedingung in der Form
flwr...xp,@...25,1) =0

darstellen. Bei den skleronomen Bedingungen fehlt in den Ausdriicken die Abhéngigkeit

von der Zeit.

Jede holonome Zwangsbedingung fiihrt zu einer abhingigen Koordinate. Kann man fiir
ein System 7 holonome Zwangsbedingungen angeben, dann reichen f —r Koordinaten

aus, um die Konfiguration des Systems festzulegen. Man sagt auch: Das System hat
n=f—r
Freiheitsgrade im Groflen oder verallgemeinerte Koordinaten q ... q,, wobei gilt:
i =2i(q1 .- qn, t) i=1...f.

Aus den ersten zeitlichen Ableitungen der holonomen Zwangsbedingungen folgt, daf
nur die n Geschwindigkeiten ¢; . . . ¢, unabhéngig sind. Ebenso sind nur die n Beschleu-
nigungen ¢ ... ¢, unabhingig. Das resultiert aus den zweiten zeitlichen Ableitungen

der holonomen Zwangsbedingungen.
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Jede nichtholonome Zwangsbedingung fiihrt zu einer abhingigen Geschwindigkeit. Bei
s nichtholonomen Zwangsbedingungen sind deshalb nur n — s Geschwindigkeiten un-

abhéngig. Fin solches System hat
p=n—s=f—-r—s

Freiheitsgrade im Kleinen oder verallgemeinerte Geschwindigkeiten' u; .. . Up, WoObei
gilt:
G =gur...upt) i=1...n.

Die Beziehungen zwischen den zeitlichen Ableitungen der verallgemeinerten Koordina-
ten und den verallgemeinerten Geschwindigkeiten heiflen kinematische Differentialglei-
chungen. Aufgrund der ersten zeitlichen Ableitungen der nichtholonomen Zwangsbe-

dingungen sind nur noch die p Beschleunigungen 1, .. .1, unabhéngig.

Ein System mit f Koordinaten, r holonomen und s nichtholonomen Zwangsbedingun-

gen hat also

e n = f — r verallgemeinerte Koordinaten ¢ ... q,,

e p = n — s verallgemeinerte Geschwindigkeiten u, ...u, und Beschleunigungen

iy ...

Die n verallgemeinerten Koordinaten bilden zusammen mit den p verallgemeinerten
Geschwindigkeiten die n 4+ p Zusténde des Systems. Durch die reduzierte Anzahl an
Zustanden reduziert sich ebenfalls die Ordnung des Differentialgleichungssystems von

2 f auf n + p.

Bei den nichtholonomen Zwangsbedingungen reicht es im allgemeinen aus, nur solche
zu betrachten, bei denen die Geschwindigkeiten linear auftreten. Sie haben dann die

Form ;
i=1

Bildet man die zeitliche Ableitung

f
f(ﬂ?l....’bf,t):Zaf(xl"'mf:t) xz+af(xlatxf’t) -0

8113,'

=1

'Im Gegensatz zu [5] sind die verallgemeinerten Geschwindigkeiten hier, in Anlehnung an die

verallgemeinerten Koordinaten, als unabhéngige Geschwindigkeiten definiert.
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einer holonomen Zwangsbedingung, dann sind beide Typen von Zwangsbedingungen
in der PFAFFschen Form

!
> ai(zy...xp,t) &+ ag(zr ...z, t) =0
i=1

oder
f

doai(mi...xp,t) da; + ag(wy ... 2y, t)dt =0
i=1

darstellbar.

3.3 Newton-Euler-Gleichungen

Der von NEWTON aufgestellte Impulssatz fiir den Massenpunkt wurde von EULER
erweitert und um den Drehimpulssatz ergidnzt, um die Bewegung von starren Kor-
pern unter den Einfluf} von Kriften und Momenten zu beschreiben. Der Impulssatz
hat axiomatischen Charakter. Dagegen ist der Drehimpulssatz aus dem Impulssatz
herleitbar. Will man mit den NEWTON-EULER-Gleichungen die starren Korper eines
Starrkorpersystems beschreiben, so sind fiir jeden starren Kérper der Impuls- und der

Drehimpulssatz aufzustellen.

Der Impulssatz fiir einen starren Korper
IZ:FZ:FZe-f—Ff Z:]_,LL

sagt aus, dals die Translation des Korpers durch die Einwirkung aller am Kérper an-
greifenden Krifte F'; beeinflufft wird. In dem Ausdruck ist I; der Impuls des starren
Korpers und F'; ist die am starren Korper angreifende resultierende Kraft, die sich
aus der resultierenden eingeprégten Kraft F; und der resultierenden Zwangskraft F';

zusammensetzt.

Analog driickt der Drehimpulssatz fiir einen starren Kérper
Df =M =M} + M} i=1..p

aus, dafs alle am Korper angreifenden Momente M f’ die Rotation des Korpers beein-
flussen. Dabei ist sz der Drehimpuls des starren Korpers und M ;q' das am starren
Korper angreifende resultierende Moment, das sich aus dem resultierenden eingeprég-
ten Moment M f i/* und dem resultierenden Zwangsmoment M f i/% Jusammensett.

Die Groflen beziehen sich hier auf den Schwerpunkt S; des starren Koérpers i.
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grofen berechnen. Bei dem Gleichungssystem handelt es sich in der Regel um ein

differential-algebraisches Gleichungssystem.

Ein algorithmisches Modell erhilt man, indem zuerst aus den Zwangsbedingungen
und deren zeitliche Ableitungen explizite Gleichungen fiir die abhéngigen Koordina-
ten, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen berechnet werden. Durch Einsetzen der
abhingigen Grofen in die NEWTON-EULER-Gleichungen héngen diese nur noch von
den verallgemeinerten Koordinaten g¢; . ..¢,, den verallgemeinerten Geschwindigkeiten

U1 ... Up, den Beschleunigungen ; ... %, und den Zwangsgrofen z; ...z, ab.

Die modifizierten 6 4 = p + o NEWTON-EULER-Gleichungen sind leicht nach den p
Beschleunigungen und o Zwangsgréflen auflosbar, da diese Grofen linear in den Glei-
chungen auftreten. Um einen vollstdndigen Satz an Gleichungen zu erhalten, sind die n
kinematischen Differentialgleichungen hinzuzufiigen. Die Gleichungen haben allgemein

die Form
G = gi(uy - .. up) i=1...n
Ui = gi(qr---Gn,ur...up) i=n+1...n+p

zi=hi(g1.. . gn,u1...up) i=1...0.

Aus den n + p Gleichungen g; sind die zeitlichen Verldufe der verallgemeinerten Koor-
dinaten und der verallgemeinerten Geschwindigkeiten berechenbar. Die o Gleichungen
h; liefern die Zwangsgréflen in Abhéngigkeit der verallgemeinerten Koordinaten und

der verallgemeinerten Geschwindigkeiten.

Im allgemeinen Fall sind die Zwangsbedingungen und deren zeitliche Ableitungen aber
nicht nach den abhingigen Grofen auflosbar. Dann ist ein anderes algorithmisches
Modell nétig, um zum Beispiel vor jedem numerischen Integrationsschritt das Glei-

chungssystem der Zwangsbedingungen numerisch zu l6sen.

3.4 Prinzip von D’Alembert

Eine zu den NEWTON-EULER-Gleichungen alternative Methode, mathematische Mo-
delle von Starrkorpersystemen aufzustellen, ist das Prinzip von D’ALEMBERT. Hierzu
wird der Begriff der virtuellen Arbeit bendtigt. Unter der virtuellen Arbeit 0 A versteht
man die Arbeit, die die Krifte und Momente bei konstanter Zeit verrichten. Es gilt
also:

0t=0 dx#0 62#0 0% F#0.
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Da dies physikalisch unmoglich ist, handelt es sich bei der virtuellen Arbeit um eine

mentale Grofe.

Einen Ausdruck fiir die virtuelle Arbeit eines Starrkérpersystems erhélt man, indem
zunéchst der Impulssatz fiir jeden starren Koérper ¢ mit der wirtuellen Verschiebung
des Schwerpunktes (5rfi und der Drehimpulssatz fiir jeden starren Korper ¢ mit der
virtuellen Verdrehung des starren Korpers d¢, multipliziert wird. Der Ausdruck fiir

die virtuelle Arbeit ergibt sich aus der Summe der erhaltenen Ausdriicke.

sA= S (1~ Fr - F7) orfi 4 (D5 - MEF —MEF) sp) =0 (1)
=1

Bei einer Konfigurationsinderung unter konstanter Zeit ist die Zwangskraft zwischen
einem starren Korper und der Umgebung orthogonal zur virtuellen Verschiebung des
Kraftangriffspunktes. Ebenso ist ein Zwangsmoment zwischen einem starren Kérper
und der Umgebung orthogonal zur virtuellen Verdrehung des starren Korpers. Be-
trachtet man eine Zwangskraft oder ein Zwangsmoment zwischen zwei starren Korpern,
dann verrichtet die Zwangskraft oder das Zwangsmoment zwar an jedem der beiden
Korper eine virtuelle Arbeit, die sich jedoch in der Summe aufhebt. Deshalb gilt fiir

die virtuelle Arbeit der Zwangskrifte und -momente insgesamt:
u
Z{Fférfi—l—M;qi/z&pi} =0. (2)
i=1
Die Zwangskréfte und -momente verrichten also keine virtuelle Arbeit am System.
Aus dem Ausdruck (1) fiir die virtuelle Arbeit und der Aussage (2) folgt, daff die

virtuelle Arbeit der Trigheitskrifte und -momente sowie der eingeprigten Krifte und
Momente null ist. Dies ist die Aussage des D’ ALEMBERTschen Prinzips.

Zu: {(T: = F¢) orf + (D = M) 6.} = 0 (3)

1=

Je nachdem in Abhéngigkeit welcher Koordinaten die Kinematik ausgedriickt wird
und welchen Zwingen das System unterliegt, unterscheidet sich die Vorgehensweise
zum Aufstellen des zugehorigen mathematischen Modells. Im nachfolgenden werden
vier Fille behandelt:

e Koordinaten z; ...z, keine holonomen und nichtholonomen Zwénge

e Koordinaten z; ...z, holonome und nichtholonome Zwinge
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e Koordinaten ¢ . ..q,, keine nichtholonomen Zwinge

e Koordinaten ¢ ... q,, nichtholonome Zwénge

Koordinaten z; ...z, keine holonomen und nichtholonomen Zwénge

Driickt man die Verschiebungen und Verdrehungen in Abh#ngigkeit der Koordina-
ten x; ...y des Starrkorpersystems aus, dann sind die virtuellen Verschiebungen der

Schwerpunkte durch

I ordi
oryt =3 L b, i=1...u
j=1 8a:j J
und die virtuellen Verdrehungen durch
)
Pi .
5 .= (5 : - 1 PR
‘PZ ng ax] ‘,'E,] ? /j’

darstellbar. Aus diesen Ausdriicken und der Gleichung (3) folgt fiir die virtuelle Arbeit
die Gleichung
ii{(h—lrf) %Lj-i- (D — M) %} dz; = 0. (4)
j=li=1 J j
In dieser Gleichung sind die p virtuellen Verschiebungen der Schwerpunkte 675 und die
p virtuellen Verdrehungen d¢p,; durch die f virtuellen Verschiebungen dz; ausgedriickt

worden.

Sind die f virtuellen Verschiebungen dx; unabhéngig wéahlbar, kann die Gleichung (4)
nur erfiillt sein, wenn die f Vorfaktoren
L . ors g s /e\ 09,
I,-F) (D - M) it =0 j=1...
{1~ o) G (D5 - pri) 52 j=1..f
null sind. Mit diesen f Gleichungen sind die f Koordinaten bestimmbar. Die f Glei-

chungen reprisentieren das mathematische Modell des Starrkorpersystems.

Koordinaten z; ...z, holonome und nichtholonome Zwinge

Die f virtuellen Verschiebungen dz; sind nicht unabhéingig wahlbar, wenn das Starr-
korpersystem r holonomen und s nichtholonomen Zwingen unterliegt. In diesem Fall

miissen die virtuellen Verschiebungen die Zwangsbedingungen in der PFAFFschen Form

f
Zakjészo k=1...o=r+s
j=1
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erfiillen. Bedingt durch die Abhéngigkeit der virtuellen Verschiebungen ist es nicht

mehr notwending, dafl die f Vorfaktoren null sind.

Multipliziert man jede der Zwangsbedingungen mit einem frei wihlbaren LAGRAN-
GEschen Faktor A\
f
)\kZakj(ij:O k=1...0
j=1
und addiert diese Gleichungen zur Gleichung (4), dann folgt daraus fiir die virtuelle
Arbeit die Gleichung

I3

f . Orsi e ) ° f
ZZ{(IZ—FZe) all;; +(Df’—Mfz/) a;pz}&EJ—FZ)\k Zakjészo
j=1 J J

i=1 k=1 j=1

und nach Umordnung der Ausdriicke die Gleichung

U R ors . dp; o

_oge) Yl Si _ pySile) 9%Pi . —
jz:jl l; {(I FY) I (D7 — Mle) or, } +kz:j1Ak a,w] 5z; =0.  (5)
Wihlt man die 0 LAGRANGEschen Faktoren so, dafl o Vorfaktoren der Gleichung (5)
null werden, miissen die restlichen p Vorfaktoren null sein, da p virtuelle Verschiebungen

dz; unabhéngig wihlbar sind. Insgesamt erhdlt man die f Gleichungen

I

Z{(L—Ff) o’ + (Dj — M) %}JFXO:)%%:O j=1...1.

im1 Oz; Oz; k=1

Mit diesen f Gleichungen und den o Zwangsbedingungen sind die f Koordinaten und
die 0 LAGRANGEschen Faktoren bestimmbar. Das Gleichungssystem aus den f Glei-
chungen und den o Zwangsbedingungen ist das mathematische Modell des Starrkér-

persystems.

Berechnet man zuerst aus den Zwangsbedingungen und deren zeitliche Ableitungen ex-
plizite Gleichungen fiir die abhéngigen Koordinaten, Geschwindigkeiten und Beschleu-
nigungen und setzt die abhéngigen Grofen in die f Gleichungen ein, so héngen diese nur
noch von den verallgemeinerten Koordinaten ¢; . . . ¢,, den verallgemeinerten Geschwin-
digkeiten u; ... u,, den Beschleunigungen 1 ..., und den LAGRANGEschen Faktoren
Al ...\, ab.

Ein algorithmisches Modell erhédlt man, indem die f = p + o Gleichungen des mathe-
matischen Modells nach den p Beschleunigungen und den 0 LAGRANGEschen Faktoren
aufgelost werden. Dabei treten die Beschleunigungen und die LAGRANGEschen Fak-

toren linear in den Gleichungen auf. Die p + o aufgelosten Gleichungen und die n
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kinematischen Differentialgleichungen bilden das algorithmische Modell des Starrkor-
persystems.
¢ = gi(ur ... up) i=1...n
Wi=9i(q1. . qnyt1...up) i=n+1l...n+p
Ai=hi(g1. . gnu1...up) i=1...0

Aus den n + p Gleichungen g; sind die zeitlichen Verldufe der verallgemeinerten Koor-
dinaten und der verallgemeinerten Geschwindigkeiten berechenbar. Die o Gleichungen
h; liefern die LAGRANGEschen Faktoren in Abhingigkeit der verallgemeinerten Koor-

dinaten und der verallgemeinerten Geschwindigkeiten.

Koordinaten ¢ ...q,, keine nichtholonomen Zwinge

Man erhilt fiir die virtuellen Verschiebungen der Schwerpunkte die Ausdriicke
ordt = i ori"

iz 044
und fiir die virtuellen Verdrehungen die Ausdriicke

5cpi:Z ‘P'éq]- i=1...p,

wenn die Verschiebungen und die Verdrehungen durch verallgemeinerte Koordinaten

1 - - . g ausgedriickt werden. Aus diesen Gleichungen und der Gleichung (3) folgt fiir
die virtuelle Arbeit die Gleichung

3 i {(IZ — F;?) (?,;q; + (Df _ M‘isi/e) g‘;z} 5g; = 0. (6)

j=14i=1

In dieser Gleichung sind die p virtuellen Verschiebungen der Schwerpunkte 675 und die
p virtuellen Verdrehungen d¢; durch die n virtuellen Verschiebungen dg; ausgedriickt

worden.

Die n Vorfaktoren
o . 87-5”‘ s g S;i/e 8@} .
I, - F; ~ + (D) — M;" 3 =0 =1...
> (1 F1) G ) %2 j=1..n

der Gleichung (6) miissen null sein, falls die n virtuellen Verschiebungen d¢; unabhéngig

wéhlbar sind. Dies ist der Fall, wenn das System keinen nichtholonomen Zwéingen
unterliegt. Sofern das System holonomen Zwingen ausgesetzt ist, wurden diese schon
durch die verallgemeinerten Koordinaten beriicksichtigt. Mit den n Gleichungen kann
man die n verallgemeinerten Koordinaten bestimmen. Die n Gleichungen stellen das

mathematische Modell des Starrkorpersystems dar.
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Koordinaten ¢ ...q,, nichtholonome Zwinge

Unterliegt das System aber s nichtholonomen Zwangsbedingungen, dann sind die n
virtuellen Verschiebungen dg; voneinander abhéngig. Die virtuellen Verschiebungen

miissen die Zwangsbedingungen in der PFAFFschen Form

Zbkjdqf:o k=1...s

j=1
erfiillen. Folglich ist es nicht erforderlich, dafs die n Vorfaktoren null sind.

Multipliziert man wieder jede Zwangsbedingung mit einem frei wihlbaren LAGRAN-
GEschen Faktor A\
/\kzbkj5Qj:0 k=1...s

=1

und addiert sie zur Gleichung (6), dann erhilt man fiir die virtuelle Arbeit die Gleichung

n u

S; s n
ZZ{(L’_FE) %7; +(Dfi_M%§i/e) 8%} 0gj + Y e Y bijog; =0
j k=1

j=1i=1 0gj 5=1

und nach Umordnung der Ausdriicke die Gleichung

I

3 e\ O is apssey 90|
Z z (Iz_F@) +(Dil—MZ- ) +Z)‘kbkj 5q]:0 (7)
Jj=1 aqj aq] k=1

=1

Wihlt man die s LAGRANGEschen Faktoren so, daf s Vorfaktoren der Gleichung (7)
null werden, miissen die restlichen p Vorfaktoren null sein, da p virtuelle Verschiebungen

0g; unabhéngig wahlbar sind. Es ergeben sich so die n Gleichungen

u

] e afz S, i e 6Z S .

Mit diesen n Gleichungen und den s Zwangsbedingungen sind die n verallgemeinerten
Koordinaten und die s LAGRANGEschen Faktoren bestimmbar. Das Gleichungssystem
aus den n Gleichungen und den s Zwangsbedingungen reprisentiert das mathematische

Modell des Starrkorpersystems.

Die abhingigen Korodinaten, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen konnen aus
den n Gleichungen eliminiert werden, indem aus den Zwangsbedingungen und deren
zeitliche Ableitungen explizite Gleichungen fiir die abhéngigen Koordinaten, Geschwin-
digkeiten und Beschleunigungen berechnet werden. Die n Gleichungen hingen anschlie-

Rend nur noch von den verallgemeinerten Koordinaten ¢ ... g,, den verallgemeinerten
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Geschwindigkeiten u; . ..u,, den Beschleunigungen 1, ...%, und den LAGRANGEschen
Faktoren A; ...\, ab.

Man erhélt ein algorithmisches Modell durch Auflésen der n = p+ s Gleichungen nach
den p Beschleunigungen und den s LAGRANGEschen Faktoren. Die Auflésung kann
leicht erfolgen, da die Beschleunigungen und die LAGRANGEschen Faktoren linear in
den Gleichungen auftreten. Mit den p 4 s expliziten Gleichungen und den n kinemati-

schen Differentialgleichungen hat das algorithmische Modell die Form

¢ = gi(ur ... up) i=1...n
Ui=09i(q1.. . qn,u1...up) i=n+1l...n+p
Ai=hi(g1.. gnyur...up) T=1...5.

Aus den n+p Gleichungen g; sind die zeitlichen Verldufe der verallgemeinerten Koordi-
naten und der verallgemeinerten Geschwindigkeiten berechenbar. Mit den s Gleichun-
gen h; lassen sich die LAGRANGEschen Faktoren in Abhéngigkeit der verallgemeinerten

Koordinaten und der verallgemeinerten Geschwindigkeiten bestimmen.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dafl das Prinzip von D’ ALEMBERT keine Be-
riicksichtigung der Zwangskrifte und -momente erfordert. Zudem erhélt man fiir holo-
nome Systeme, deren kinematische Gréfen durch verallgemeinerte Koordinaten ausge-
driickt werden, mathematische Modelle mit der kleinsten Anzahl an Gleichungen. In
diesem Fall sind keine LAGRANGEschen Faktoren zu berechnen. Da zur Bildung des
mathematischen Modells die Zwangskréfte und -momente nicht benétigt werden, kann

man auf das Freischneiden verzichten.

3.5 Prinzip von Jourdain

Eine weitere Methode zum Aufstellen mathematischer Modelle von Starrkorpersyste-
men ist das Prinzip von JOURDAIN. In diesem Zusammenhang benétigt man den
Begriff der wvirtuellen Leistung. Unter der virtuellen Leistung P versteht man die
Leistung, die die Krifte und Momente bei konstanter Zeit und bei einer festen Konfi-

guration des Systems erbringen. Es gilt also:
0t=0 dx=0 dx#0 iF#O.

Da dies physikalisch unmdéglich ist, handelt es sich bei der virtuellen Leistung wie bei

der virtuellen Arbeit um eine mentale Grofe.
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Um einen Ausdruck fiir die virtuelle Leistung eines Systems zu erhalten, wird zu-
néichst der Impulssatz jedes starren Korpers ¢ mit der virtuellen Geschwindigkeit des
Schwerpunktes (5vf “ und der Drehimpulssatz jedes starren Korpers ¢ mit der virtuellen
Winkelgeschwindigkeit des starren Korpers dw; multipliziert. Die Summe der einzelnen
Ausdriicke ergibt einen Ausdruck fiir die virtuelle Leistung.

zu: {(1: = F¢ = F?) 6vf + (D — M* — M) 6w} =0 (8)

i=1
Bei einer Bewegung unter konstanter Zeit und unter einer festen Konfiguration ist die
Zwangskraft zwischen einem starren Kérper und der Umgebung orthogonal zur virtuel-
len Geschwindigkeit des Kraftangriffspunktes. Ebenso ist ein Zwangsmoment zwischen
einem starren Kérper und der Umgebung orthogonal zur virtuellen Winkelgeschwin-
digkeit des starren Korpers. Betrachtet man eine Zwangskraft oder ein Zwangsmoment
zwischen zwei starren Korpern, dann erbringt die Zwangskraft oder das Zwangsmoment
zwar an jedem der beiden Korper eine virtuelle Leistung, die sich jedoch in der Sum-
me aufhebt. Deshalb gilt fiir die virtuelle Leistung der Zwangskrifte und -momente

insgesamt:
uw

S {F; o0 + M sw;} =0 (9)
=1

Die virtuelle Leistung wird also nicht von den Zwangskriften und -momenten beein-
fluflt.

Aus dem Ausdruck (8) fiir die virtuelle Leistung und der Aussage (9) folgt, daf die
virtuelle Leistung der Tragheitskrifte und -momente sowie der eingeprigten Krifte und

Momente null ist. Dies ist die Aussage des JOURDAINschen Prinzips.

S (I - F?) 505 + (DS — M) 6w} = 0 (10)

i=1

Die Vorgehensweise zum Aufstellen des mathematischen Modells eines Starrkorpersy-
stems héngt von den Geschwindigkeiten ab, in deren Abhéngigkeit man die Kinematik
formuliert, und von den Zwingen, denen das System unterliegt. Im folgenden werden
drei Félle behandelt:

e Geschwindigkeiten Z; ..., keine holonomen und nichtholonomen Zwéange
e Geschwindigkeiten & ..., holonome und nichtholonome Zwinge

o Geschwindigkeiten u; ... u,
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Geschwindigkeiten #; ...1s, keine holonomen und nichtholonomen Zwéinge

Die virtuellen Geschwindigkeiten der Schwerpunkte und die virtuellen Winkelgeschwin-

digkeiten haben die Form

I v’

dvji =3 —t6i; i=1...p
% jZIaxj J
und ;
Ow;
dw; =Y —6i; i=1...p,
Z j:laxj !

wenn man die Geschwindigkeiten und die Winkelgeschwindigkeiten in Abhéngigkeit
der Geschwindigkeiten #; ...%; formuliert. Fiir die virtuelle Leistung erhélt man die

Gleichung

J w . . 5;%; - e Ow; '
S5 {(he-r) S5 (07 -a2) B ss =0

indem die ; Gleichungen fiir die virtuellen Geschwindigkeiten der Schwerpunkte dv:"
und die p Gleichungen fiir die virtuellen Winkelgeschwindigkeiten dw; in die Gleichung
(10) eingesetzt werden. Die erhaltene Gleichung héngt jetzt von den f virtuellen Ge-

schwindigkeiten 6z; ab.

Falls die f virtuellen Geschwindigkeiten 62; unabhéngig wéihlbar sind, miissen die f

Vorfaktoren
;{(IZ—FJ a:tj+<Di - M; )37']'}_0 j=1...f

der Gleichung (11) null sein, um die Gleichung zu erfiillen. Mit diesen f Gleichungen
konnen die f Koordinaten bestimmt werden. Die f Gleichungen stellen das mathema-

tische Modell des Starrkorpersystems dar.

Geschwindigkeiten #; ...1;, holonome und nichtholonome Zwinge

Die f virtuellen Geschwindigkeiten dz; sind nicht frei wihlbar, wenn fiir das Sy-
stem 7 holonome und s nichtholonome Zwangsbedingungen angebbar sind. In einem
solchen Fall miissen die virtuellen Geschwindigkeiten die Zwangsbedingungen in der

PFAFFschen Form

f
Zakjéj:jzo kzl...0:T+S
j=1
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erfiillen. Folglich ist es nicht erforderlich, da® alle f Vorfaktoren null sind.

Multipliziert man wieder jede Zwangsbedingung mit einem frei wiahlbaren LAGRAN-
GEschen Faktor \;
f
)\k Z A 5.7)] =0
j=1
und addiert diese Gleichungen mit der Gleichung (11), so resultiert daraus fiir die

virtuelle Leistung die Gleichung

I nw . v o\ Ow; . 0 ! .
ZZ{(Ii—Fg) L (b M) a‘;_}axj+zAkzakjaxj=o
j l J J

k=1  j=1

und nach Umordnung der Ausdriicke die Gleichung

zfj lz“j {( ~ FY) %";j (D — M) g‘;} - Z Ak ak]] §i;=0.  (12)

Wihlt man die o LAGRANGEschen Faktoren so, dafl o Vorfaktoren der Gleichung (12)
null werden, miissen die restlichen p Vorfaktoren ebenfalls null sein, da p virtuelle
Geschwindigkeiten 62 ; unabhéngig wéhlbar sind. Insgesamt folgen hieraus die f Glei-

chungen

2:{(1 Fe)aa«;j (Dfi_Mfi/e)g‘;’;}+ZAkak]—0 j=1...f.

Mit den f Gleichungen und den o Zwangsbedingungen sind die f Koordinaten und die
o LAGRANGEschen Faktoren bestimmbar. Die f Gleichungen und die o Zwangsbedin-

gungen reprisentieren das mathematische Modell des Starrkérpersystems.

Ein algorithmisches Modell erhilt man, indem zuerst aus den Zwangsbedingungen und
deren zeitliche Ableitungen explizite Gleichungen fiir die abhéngigen Koordinaten, Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen berechnet und in die f Gleichungen eingesetzt
werden. Die erhaltenen Gleichungen hingen nur noch von den verallgemeinerten Ko-
ordinaten g ... gy, den verallgemeinerten Geschwindigkeiten u ...u,, den Beschleuni-
gungen U . ..U, und den LAGRANGEschen Faktoren A; ...\, ab.

Die f = p+o Gleichungen sind leicht nach den p Beschleunigungen und den o LAGRAN-
GEschen Faktoren aufzulosen, da diese Grofen linear in den Gleichungen auftreten. Ein

vollstindiger Satz an Gleichungen ergibt sich aus den p + o aufgelésten Gleichungen
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und den n kinematischen Differentialgleichungen.

¢ = gi(uy ... up) i=1...n
U=0i(q1- - u1...up) i=n+1l...n+p
Ai=hi(g1.. gnu1...up) i=1...0

Mit den n+p Gleichungen g; kann man die zeitlichen Verlaufe der verallgemeinerten Ko-
ordinaten und der verallgemeinerten Geschwindigkeiten bestimmen. Die o Gleichungen
h; liefern die LAGRANGEschen Faktoren in Abhéngigkeit der verallgemeinerten Koor-

dinaten und der verallgemeinerten Geschwindigkeiten.

Geschwindigkeiten 1 .. .1,

Stellt man die Geschwindigkeiten und die Winkelgeschwindigkeiten in Abhingigkeit
verallgemeinerter Geschwindigkeiten u ...u, dar, so erhilt man fiir die virtuellen Ge-

schwindigkeiten der Schwerpunkte die Ausdriicke

P Si
(5’0?1' = Z 881;’]

=1

du; i=1...4

und fiir die virtuellen Winkelgeschwindigkeiten die Ausdriicke
L. Ow; .

i=1

Indem diese Gleichungen in die Gleichung (10) eingesetzt werden, folgt daraus fiir die

virtuelle Leistung die Gleichung

(e

S.
ov;*

a’U,j

ySi Si/e Ow; o
+ (D — Me) auj} u; = 0. (13)

Sofern das System holonomen und nichtholonomen Zwingen ausgesetzt ist, wurden die
Zwangsbedingungen schon durch die verallgemeinerten Geschwindigkeiten beriicksich-
tigt. Die p virtuellen Geschwindigkeiten sind also frei wihlbar. Deshalb miissen die p

Vorfaktoren

. {(L—Ff) %:’j + (D — M) %}:0 j=1...p
= J J

=1

der Gleichung (13) null sein. Mit den p Gleichungen und den n kinematischen Differen-

tialgleichungen sind die n verallgemeinerten Koordinaten und die p verallgemeinerten
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Geschwindigkeiten bestimmbar. Die p Gleichungen und die n kinematischen Differen-

tialgleichungen bilden das mathematische Modell des Starrkorpersystems.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dafl das Prinzip von JOURDAIN wie das Prinzip
von D’ALEMBERT keine Beriicksichtigung der Zwangskréifte und -momente erfordert.
Weiterhin erhélt man fiir nichtholonome Systeme, deren kinematische Gréfien durch
verallgemeinerte Geschwindigkeiten ausgedriickt werden, mathematische Modelle mit
der kleinsten Anzahl an Gleichungen. In diesem Fall sind keine LAGRANGEschen Fakto-
ren zu berechnen. Da man zur Bildung des mathematischen Modells die Zwangskrifte

und -momente nicht benotigt, ist das Freischneiden nicht noétig.

3.6 Prinzip von Gauf

Als letzte Methode zum Aufstellen mathematischer Modelle von Starrkérpersystemen
wird das Prinzip von Gaufl behandelt. Das Prinzip von GAUSS sagt aus, dafl sich die

Beschleunigung einstellt, fiir die der Zwang

7o Z {<m;1 [ - F))"+ ([05] - [Df - Mf”eDQ}

ein Minimum annimmt. Beim Prinzip von GAUSS variiert man also die Beschleunigun-
gen bei konstanter Zeit, konstanter Konfiguration und konstanter Bewegung. Es gilt
hier also:

=0 dz=0 6xz=0 0% #0.

Der Zwang hingt nur noch von den verallgemeinerten Koordinaten ¢, . .. g,, den verall-
gemeinerten Geschwindigkeiten u; ...u, und den Beschleunigungen 1, ..., ab, wenn
man in dem Zwang die abhingigen Koordinaten, Geschwindigkeiten und Beschleuni-
gungen durch Losen der Zwangsbedingungen und deren zeitliche Ableitungen ersetzt.
Die p Bedingungsgleichungen fiir ein Minimum des Zwangs und die n kinematischen

Differentialgleichungen sind das mathematische Modell des Starrkérpersystems.
¢ = gi(uy ... up) i=1...n

min Z(qy ... Qn, Ut ... Up, Uy ... TUp)
U1 .nilp

Mit den n + p Gleichungen sind die n verallgemeinerten Koordinaten und die p verall-

gemeinerten Geschwindigkeiten bestimmbar.
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Die Forderung nach einem Minimum in Abhingigkeit der Beschleunigungen fiihrt auf
die Variation des Zwangs 07 in Abhéngigkeit der p virtuellen Beschleunigungen der

Schwerpunkte 5afi und der p virtuellen Winkelbeschleunigungen dco;.
N . . .
02 =23 {(I; - F{) da + (D — M7¢) 6o} =0
i=1

Diese Gleichung ist von der Struktur dem Ausdruck fiir die virtuelle Arbeit und dem
Ausdruck fiir die virtuelle Leistung dhnlich. Mit ihr erhilt man ebenfalls, analog zu
den Prinzipien von D’ALEMBERT und JOURDAIN, mathematische Modelle fiir Starr-

korpersysteme.
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4 Softwareunterstiitzte Modellbildung

Fiir die Modellbildung steht eine Vielzahl an Software zur Verfiigung. Die meiste
Software bietet die Moglichkeit, mathematische Modelle auf rechnerinterne Modelle
abzubilden. Dagegen ist Software, die die Abbildung von mentalen oder grafischen
Modellen auf mathematische oder rechnerinterne Modelle unterstiitzt, selten. Aus der

Menge der Software werden hier folgende Pakete ausgewéhlt:

e AUTOLEV
e IMECH Mechanik-Bibliothek

e SIMULINK

Die Pakete sind unterschiedlichen Modellbildungsschritten zuzuordnen. AUTOLEV
und die IMECH Mechanik-Bibliothek ermoglichen die Abbildung eines mentalen Mo-
dells auf ein rechnerinternes Modell. Im Gegensatz dazu unterstiitzt SIMULINK die

Abbildung eines mathematischen Modells auf ein rechnerinternes Modell.

Abgesehen von den unterstiitzten Modellbildungsschritten unterscheiden sich die Pa-
kete hinsichtlich der Fachgebiete, in denen sie Anwendung finden. Das Paket AUTO-
LEV ist auf die Modellierung von Starrkérpersystemen beschriankt. Mit der IMECH
Mechanik-Bibliothek konnen sowohl Starrkorpersysteme, als auch hydraulische Syste-
me modelliert werden. Eine fachiibergreifende Modellierung von Systemen erlaubt das
Paket SIMULINK.

4.1 AUTOLEV

Mit dem Paket AUTOLEV lassen sich mathematische Modelle von Starrkorpersyste-
men generieren, indem man die Elemente und Beziehungen des mentalen Modells mit-
tels einer mathematischen Sprache beschreibt. Aus der Beschreibung ergibt sich das
mathematische Modell durch symbolische Manipulation. Der zugrundeliegende Forma-
lismus, der im wesentlichen auf das Prinzip von JOURDAIN beruht, ist in [5] ausfiihrlich

dargestellt.

Aus dem mathematischen Modell ist weiterhin ein rechnerinternes Modell in Form eines
FORTRAN oder C Programms erstellbar. Der Quellcode des Programms enthilt neben
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dem rechnerinternen Modell auch die Losungsalgorithmen. Nachdem das Programm
mit einem FORTRAN oder C Compiler iibersetzt wurde, ist es direkt zur Simulation

einsetzbar.

Der Ablauf der Modellbildung gliedert sich in vier Teile:

1. Deklaration der Objekte
2. Beschreibung der Kinematik
3. Beschreibung der Dynamik

4. Generierung des rechnerinternen Modells

Diese Einteilung ist nicht zwingend vorgeschrieben, sie fiihrt aber zu iibersichtlichen
AUTOLEV-Skripten.

Deklaration der Objekte

Namen von Objekten sind Ketten aus alphabetischen und numerischen Zeichen. Dabei
mufs das erste Zeichen ein alphabetisches Zeichen sein. Fiir Namen bestimmter Ob-
jekte gibt es in AUTOLEV besondere Syntaxformen, die eine effiziente Modellierung
bewirken. Auf die einzelnen Syntaxformen wird hier nicht weiter eingegangen. Sie sind
in AUTOLEV mit dem Befehl help syntax_forms abrufbar.

Grundlegende Objekte in AUTOLEYV sind Koordinatensysteme und Punkte. Koor-
dinatensysteme deklariert man mit dem Befehl frames und Punkte mit dem Befehl
points. Der Befehl frames fiihrt automatisch drei Einheitsvektoren ein, die die drei
Richtungen eines kartesischen Koordinatensystems angeben. Wenn das Koordinaten-
system den Namen a hat, dann haben die Einheitsvektoren die Namen a1>, a2> und
a3>. Das Koordinatensystem, das das Inertialsystem reprisentiert, wird mit dem Be-

feh]l newtonian deklariert.

Starre Korper deklariert man mit dem Befehl bodies. Fiir den Sonderfall eines starren
Korpers, den Massenpunkt, steht ein eigener Befehl zur Verfiigung. Die Massenpunkte
werden mit dem Befehl particles eingefiihrt. Die Deklaration eines starren Korpers
beinhaltet die eines Koordinatensystems mit gleichem Namen und die eines Punktes,
dessen Name sich aus dem des starren Korpers und einem angehingten o zusammen-

setzt. Dieser Punkt kennzeichnet den Schwerpunkt des starren Korpers. Weiterhin
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beinhaltet die Deklaration eines Massenpunktes die eines Punktes mit gleichem Na-

men.

Die letzten zu deklarierenden Objekte sind die fiir zeitabhéngige und zeitunabhingige
Grofen. Das geschieht mit den Befehlen variables fiir zeitabhéngige und constants

fiir zeitunabhingige Groflen.

Beschreibung der Kinematik

Zur Beschreibung der Kinematik zahlt die Formulierung der Zwangsbedingungen. Da
AUTOLEV keine allgemeine Moglichkeit bietet, holonome Zwangsbedingungen ein-
zuarbeiten, ist es erforderlich, die Kinematik in Abhéngigkeit von verallgemeinerten
Koordinaten zu beschreiben. Ist dieses wie bei Schleifen nicht realisierbar, dann muf

man mit anderen Hilfsmitteln vorarbeiten.

Im Rahmen der Kinematik muf fiir jeden Punkt, an dem eine eingeprigte Kraft an-
greift, die absolute Geschwindigkeit bestimmt werden. Ebenso ist die absolute Winkel-
geschwindigkeit jedes Koordinatensystems zu bestimmen, an dem ein eingepragtes Mo-
ment angreift. Fiir jeden Punkt, der mit einem Massenpunkt oder mit einem Schwer-
punkt eines starren Korpers korrespondiert, muff man die absolute Geschwindigkeit
und die absolute Beschleunigung angeben. Weiterhin ist fiir jedes Koordinatensystem,
das mit einem starren Korper korrespondiert, die absolute Winkelgeschwindigkeit und

die absolute Winkelbeschleunigung anzugeben.

In einem ersten Schritt stellt man die kinematischen Differentiagleichungen? auf. Hierzu

ist jedes linear unabhingige Gleichungssystem der Form
n
j=1

zuldssig. Die Wahl des Gleichungssystems beeinfluft die Komplexitidt des mathemati-
schen Modells. Es gibt aber keine allgemeinen Regeln zur Auswahl des Gleichungssy-

stems. Das einfachste Gleichungssystem hat die Form

Im néchsten Schritt gibt man fiir jeden Punkt den Ortsvektor an, und fiir jedes Koor-

dinatensystem die Transformationsmatrix. Die Angabe der Ortsvektoren erfolgt durch

2Bei diesem Formalismus werden zunichst n verallgemeinerte Geschwindigkeiten u; .. .u,, einge-
fiihrt.
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Vektorgleichungen unter Ausnutzung der Einheitsvektoren. Die Transformationsma-
trizen sind direkt eingebbar oder mittels der Befehle dircos und simprot bestimmbar.
Mit dem Befehl dircos kann man komplexe Drehungen zwischen Koordinatensyste-
men handhaben. Der Befehl simprot behandelt dagegen nur Drehungen zwischen

Koordinatensystemen mit einer gemeinsamen Koordinatenachse.

Die absoluten Geschwindigkeiten der Punkte sind dann durch zeitliche Differentiation
der Ortsvektoren relativ zum Inertialsystem berechenbar. Dazu steht der Befehl dt
bereit. Um aus den Transformationsmatrizen die absoluten Winkelgeschwindigkeiten

der Koordinatensysteme zu bestimmen, dient der Befehl angvel.

Bei einem nichtholonomen System miissen als nichstes die nichtholonomen Zwangs-
bedingungen aufgestellt werden. Dazu weist man jede Zwangsbedingung einer Varia-
blen dependent[i] zu. Fiir i ist dabei eine Zahl einzusetzen, die die Nummer der
Zwangsbedingung angibt. Die Zwangsbedingungen diirfen nur linear von den verallge-
meinerten Geschwindigkeiten abhingen. Der Befehl constraint 16st dann das linea-
re Gleichungssystem der Zwangsbedingungen nach den abhingigen verallgemeinerten
Geschwindigkeiten auf. Nach welchen verallgemeinerten Geschwindigkeiten aufgelost

werden soll, ist dem Befehl als Argument zu iibergeben.

In einem letzten Schritt erhdlt man dann die absoluten Beschleunigungen und Winkel-
beschleunigungen, indem die absoluten Geschwindigkeiten und die absoluten Winkelge-
schwindigkeiten der Koordinatensysteme mit dem Befehl dt relativ zum Inertialsystem

differenziert werden.

Beschreibung der Dynamik

Um die Dynamik zu beschreiben, mufl man die eingeprigten Krifte und Momente sowie
die Tragheitsparameter Masse und Massentragheitsmomente angeben. Die eingeprig-
ten Kréfte werden mit dem Befehl force eingegeben. Fiir die eingeprigten Momente
gibt es den Befehl torque. Mit dem Befehl mass ordnet man den Massenpunkten
und den starren Korpern die Massen zu. Analog weist man den starren Kérpern mit
dem Befehl inertia die Massentrigheitsmomente beziiglich des Koordinatensystems

zu, das den starren Kérpern per Deklaration zugeordnet ist.

Mit den eingegebenen Befehlen ist das mentale Modell des Starrkérpersystems voll-

stdndig beschrieben. Die Bewegungsgleichungen generiert man durch den Aufruf der
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Befehle fr und frstar. Der Befehl fr fiihrt zur Berechnung der verallgemeinerten
eingeprigten Krifte. Analog fiithrt der Befehl frstar zur Berechnung der verallgemei-
nerten Tragheitskrifte. Die Summe aus beiden ergibt dann die Bewegungsgleichungen.
Fiir die weitere Behandlung der Bewegungsgleichungen ist die Summe der Variablen
zero zuzuweisen, also zero=fr()+frstar(). Der Befehl kane iiberfiihrt die in zero

enthaltenen Bewegungsgleichungen abschlieffend in eine bestimmte Form.

Das nun vorliegende mathematische Modell aus den kinematischen Differentialglei-
chungen und den Bewegungsgleichungen erméglicht die Berechnung der Bewegung.
Das Modell erlaubt aber nicht die Berechnung der Zwangskrifte und -momente. Um
ein Modell zu erhalten, mit dem auch Zwangskrifte und -momente berechenbar sind,
bietet AUTOLEV ein spezielles Konzept, auf das aber hier nicht n&her eingegengen

wird.

Generierung des rechnerinternen Modells

Aus dem mathematischen Modell ist mit dem Befehl code ein rechnerinternes Modell
in Form eines FORTRAN oder C Programms generierbar. Die Befehle units, input
und output ermdglichen eine Beeinflussung der Ein- und Ausgabe des rechnerinternen
Modells.

Im Anhang sind kommentierte AUTOLEV-Skripte fiir den Schubkurbeltrieb als holo-
nomes und die fiir die Kufe als nichtholonomes System enthalten, um die allgemeine

Darstellung der vier Schritte an konkreten mentalen Modellen zu demonstrieren.

4.2 TMECH Mechanik-Bibliothek

Mit der IMECH Mechanik-Bibliothek erhélt man rechnerinterne Modelle von Starr-
korpersystemen, indem der Anwender die Elemente und Beziehungen des mentalen
Modells durch C++ Klassen beschreibt. In der Regel erfolgt die Beschreibung inner-
halb einer neu abzuleitenden Klasse. Diese Klasse gibt das mentale Modell wieder.
Von dieser Klasse erzeugt man in der main-Funktion ein Objekt und iibergibt es an
ausgewihlte Gleichungsloser. Mit dem von einem C++ Compiler iibersetzten C++

Programm kann man dann Simulationen durchfiihren.

Die Klassen fiir Starrkérpersysteme sind von Klassen abgeleitet, die auf ein fachiiber-

greifendes Konzept beruhen. Dieses Konzept fafit die Elemente und Beziehungen als
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Ubertragungsblicke auf, die iiber Signalleitungen miteinander verbunden sind. Ein
solcher Verbund ist in Abbildung 11 dargestellt.

A _Aktionsteil
Block 1 ] 1| Block2
’ “Reaktionsteil

Signal —

Block 3 :@:

Abbildung 11: Ubertragungsblocke und Signalleitungen

Die Ubertragungsblocke besitzen zwei getrennte Ubertragungsmechanismen. Zum ei-
nen iibertragen sie Teile der Eingangssignale, die Aktionsteile, auf die Ausgangssignale.
Zum anderen iibertragen sie Teile der Ausgangssignale, die Reaktionsteile, auf die Ein-
gangssignale. Die erste Ubertragungsart wird Vorwdrtsiibertragung (Aktion) genannt.

Analog heit die zweite Ubertragungsart Riickwdrtsiibertragung (Reaktion).

Die Aktionsteile bei der Vorwirtsiibertragung haben potentiellen Charakter. Das heifit,
die Aktionsteile mehrerer Eingangssignale haben alle den gleichen Wert wie der Akti-
onsteil des Ausgangssignals, von dem sie durch eine Verzweigung abstammen. Dage-
gen haben die Reaktionsteile bei der Riickwirtsiibertragung additiven Charakter. Das
bedeutet, die Werte der Reaktionsteile mehrerer Eingangssignale werden an Verkniip-
fungsstellen additiv zusammengesetzt und ergeben dann den Wert des Reaktionsteils

eines Ausgangssignals.

Die Basisklasse eines Blocks ist DynamicBlock. In dieser abstrakten Klasse sind die
virtuellen Methoden act und react deklariert, die die Vorwérts- und Riickwértsiiber-
tragung ausfiihren. Eine weitere elementare Klasse ist die Klasse DynamicSystem. Sie
kann mehrere von DynamicBlock abgeleitete Klassen beinhalten. Durch Vererbung
dieser Klassen und durch Einfiihrung von Klassen fiir Signale kann man Klassen fiir
verschiedene Fachgebiete erhalten. Dieses ist bereits fiir Starrkorpersysteme und hy-
draulische Systeme durchgefiihrt worden. In dieser Arbeit sind nur die Klassen fiir die
Modellierung von Starrkorpersystemen interessant. Eine umfassende Darstellung des

Konzeptes ist in [2] und [1] zu finden.

Der Ablauf der Modellbildung von Starrkorpersystemen gliedert sich in drei Teile:

1. Deklariert der Objekte
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2. Beschreibung der Struktur

3. Beschreibung der Krifte und Momente

Die drei Teile konnen auch begrenzt gemischt werden. Die Einteilung fiihrt zu einer

iibersichtlichen Beschreibung und zum Teil auch zu einer effizienteren Losung.

Die Objekte, die zum Aufbau der Struktur dienen, bestimmen zum einen die Kinematik
der Struktur, zum anderen an welchen Stellen Zwangskrifte und -momente in der
Struktur auftreten, also einen Teil der Dynamik. Mit den Objekten fiir die Kréafte und
-momente beschreibt man den Rest der Dynamik. Zu diesen Kréften und Momenten
gehoren sowohl die eingepriagten Kréfte und Momente, als auch die Tragheitskréfte

und -momente.

Deklaration der Objekte

Die Deklaration der Objekte erfolgt entsprechend der C++ Syntax. Erstellt man eine
eigene von DynamicSystem abgeleitete Klasse fiir das Modell, dann erfolgt die Dekla-
ration im Deklarationsteil der Klasse. Die Initialisierung findet in diesem Fall bei der
Definition des Konstruktors der Klasse statt. Es ist jedoch auch moglich, ohne eine
eigene Klasse ein Modell zu bilden. In diesem Fall erfolgt die Initialisierung direkt bei

der Deklaration.

Beschreibung der Struktur

Die Struktur wird durch Gelenke und Verbindungen zwischen den Gelenken (Links)
beschrieben. Ein Gelenk legt fest, wie zwei Koordinatensysteme gegeneinander ver-
schiebbar oder verdrehbar sind. Ein Link legt fest, wie zwei Koordinatensysteme fest
gegeneinander verdreht oder verschoben sind. Eine Klasse fiir ein Gelenk oder ein Link
enthilt also immer zwei Koordinatensysteme. Das Ausgangskoordinatensystem hat

den Elementnamen from und das Zielkoordinatensystem den Elementnamen to.

Die Klasse fiir ein Koordinatensystem heifst Frame. Es gibt drei spezielle Koordinaten-
systeme mit den Namen Frame_gx, Frame_gy und Frame_gz. Das Koordinatensystem
Frame_gx hat eine eingepréigte Erdbeschleunigung in Richtung der x-Achse. Analog

haben die anderen beiden Koordinatensysteme eine eingeprigte Erdbeschleunigung in
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Richtung der y- beziehungsweise z-Achse. Fiir die Richtung einer Koordinatenachse
gibt es die Klasse FrameAxis. Den drei Richtungen sind Zahlen zugeordnet: Der x-
Richtung ist die Zahl null, der y-Richtung ist die Zahl eins, und der z-Richtung ist die

Zahl zwei zugeordnet.

Fiir die Gelenke und Links gibt es eine Reihe fertiger Klassen, die nachfolgend kurz

erklart werden.

Links:

1. RigidPrismaticLink: Bei diesem Link haben die beiden Koordinatensysteme
die gleiche Orientierung. Das Zielkoordinatensystem ist jedoch fest gegeniiber
dem Ausgangskoordinatensystem entlang einer Achse des Ausgangskoordinaten-
systems verschoben. Dem Konstruktor der Klasse sind die Achse und die Ver-

schiebung zu iibergeben.

2. RigidTranslationLink: Gegeniiber dem RigidPrismaticLink ist das Zielkoor-
dinatensystem von diesem Link entlang aller drei Achsen des Ausgangskoordi-
natensystems verschoben. Dem Konstruktor der Klasse ist die Verschiebung zu

iibergeben.

3. RigidRevoluteLink: Die beiden Koordinatensysteme sind nicht gegeneinander
verschoben, sondern haben eine gemeinsame Achse, um die sie fest gegeneinander
verdreht sind. Dem Kunstruktor sind die gemeinsame Achse und der Verdreh-

winkel zu iibergeben.

Gelenke:

1. PrismaticJoint: Dieses Gelenk ist ein Schubgelenk. Die beiden Koordina-
tensysteme haben die gleiche Orientierung. Das Zielkoordinatensystem ist je-
doch variabel gegeniiber dem Ausgangskoordinatensystem entlang einer Achse
des Ausgangskoordinatensystems verschiebbar. Dem Konstruktor der Klasse ist
die Achse zu iibergeben. Das Gelenk kann keine Kraft entlang der Schubachse

iibertragen.

2. RevoluteJoint: Hierbei handelt es sich um ein einfaches Drehgelenk. Die beiden
Koordinatensysteme sind nicht gegeneinander verschoben, sondern haben eine

gemeinsame Achse, um die sie variabel gegeneinander verdrehbar sind. Dem
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Konstruktor ist die gemeinsame Achse zu iibergeben. Dieses Gelenk kann kein

Moment um die Drehachse iibertragen.

3. UniversalJoint: Dieses ist ein Kardangelenk, das sich aus zwei Drehgelenken
mit sich rechtwinkelig schneidenden Drehachsen zusammensetzt. Dem Konstruk-
tor sind die beiden Drehachsen zu iibergeben. Entsprechend den beiden Drehge-

lenken kann dieses Gelenk keine Momente um die beiden Drehachsen iibertragen.

4. SphericalJoint: Dieses Gelenk ist ein Kugelgelenk. Es setzt sich aus drei
Drehgelenken zusammen, deren Achsen sich paarweise rechtwinkelig alle in ei-

nem Punkt schneiden. Dieses Gelenk kann keine Momente iibertragen.

Die Klassen der Gelenke beinhalten ein Element mit dem Namen state, das wiederum
ein Element q fiir die Gelenkkoordinate, ein Element v fiir die Geschwindigkeit und ein
Element a fiir die Beschleunigung beinhaltet. Weiterhin hat das Element state noch

Elemente fiir die Kraft £ und das Moment t im Gelenk.

Die Gelenke und Links setzt man zu einer Struktur zusammen, indem dem Konstruktor
des neuen Gelenks oder Links das Koordinatensystem iibergeben wird, das mit dem
Ausgangskoordinatensystem des neuen Gelenks oder Links zusammenfillt. Da das
zu iibergebende Koordinatensystem meistens das Zielkoordinatensystem eines anderen
Gelenks oder Links ist, kann man auch alternativ das Gelenk oder den Link iibergeben,
zu dem das Zielkoordinatensystem gehort. Ein Gelenk oder Link kann immer nur einen

Vorgénger haben. Folglich sind nur offene Ketten aus Gelenken und Links modellierbar.

Um geschlossene Ketten zu modellieren, stehen besondere Klassen bereit. Eine solche
Klasse driickt holonome Zwangsbedingungen zwischen den zur Kette gehdrenden Ge-
lenkwinkeln aus. In der IMECH Mechanik-Bibliothek gibt es mehrere Moglichkeiten,

geschlossene Ketten zu modellieren.

Im einfachsten Fall wird fiir das Gelenk, das den Zwang erzeugt, ein Ersatz eingebaut,
der zwei Vorgénger hat. Eine solche Klasse ist zum Beispiel SphericalConstraint,
die ein Ersatz fiir die Klasse SphericalJoint ist. Ebenso wiren Klassen wie Univer-
salConstraint, RevoluteConstraint oder PrismaticConstraint denkbar. Diesen
Klassen miissen die in Beziehung zu setzenden Zielkoordinatensysteme {ibergeben wer-

den.

Es ist empfehlenswert, in die Struktur auch den Gleichungsloser fiir den Zwang ein-

zubauen, da der Zwang dann spiter nicht mehr zu beriicksichtigen ist. Eine Klasse
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hierfiir ist CO5ncfConstraintSolver. Dem Loser ist die Kette zu iibergeben, die den
Zwang festlegt, und die, in der nur die Gelenke enthalten sind, dessen Gelenkkoordi-
naten von dem Zwang bestimmt werden. Die Kennung CO5ncf gibt das Verfahren aus
der NAG-Bibliothek an, das der Gleichungsléser verwendet.

Eine weitere Moglichkeit geschlossene Ketten zu modellieren, ist das ,,Schneiden” einer
geschlossenen Kette an charakteristischen Gelenkpaaren. Die Klasse SphericalUni-
versalPairRevoluteSolverSystem kann man bei Schnitten durch ein Kugel- und ein
Kardangelenk anwenden. Dieser Klasse sind die beiden Teilketten zu {ibergeben, wobei
in einer ein Drehgelenk enthalten sein muf$, dessen Gelenkkoordinate von dem Zwang

bestimmt wird.

Da fiir diese Kombination eine geschlossene Losung existiert, sind mit dieser Klasse
Zwinge sehr effizient modellierbar. Unter Umstédnden sollte die Kette so kinematisch
gleichwertig umgestaltet werden, dafl diese Klasse anwendbar ist. Dabei beeinflufit

man jedoch auch die Kraftiibertragung in der Kette.

Neben holonomen Zwangsbedingungen sind auch nichtholonome Zwangsbedingungen
modellierbar. Ein Beispiel hierfiir ist die Klasse SkidConstraint. Der Klasse {ibergibt
man einen Richtungsvektor und ein Koordinatensystem. Die Klasse fiihrt dazu, dafl das
zum Richtungsvektor gehorende Koordinatensystem sich nicht relativ zum angegebenen
Koordinatensystem in Richtung des Richtungsvektors bewegt. Das ist ein Zwang, der

ein Gleiten in eine Richtung verhindert.

Beschreibung der Krifte und Momente

Die Basisklasse fiir die Krifte und Momente ist die Klasse FrameForce. Mit dieser
Klasse kann man direkt eine Kraft und ein Moment auf ein Koordinatensystem auf-
bringen. Dazu ist dem Konstruktor zum einen das Koordinatensystem zu iibergeben,
auf das die Kraft und das Moment wirken sollen. Auch hier kann man alternativ
ein Gelenk oder Link {ibergeben, von dem dann das Zielkoordinatensystem verwendet

wird. Zum anderen sind Kraft und Moment zu iibergeben.

Indem man von der Klasse FrameForce neue Klassen ableitet, sind Klassen erzeugbar,
die zum Beispiel Federn oder Dampfer darstellen. Die von FrameForce abgeleitete
Klasse FrameMass ist so eine Klasse. Mit ihr konnen auf die Struktur Tragheitskrifte

und -momente aufgebracht werden, die den Einfluf von Massenpunkten oder starren
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Korpern wiedergeben. Fiir die Kraft und das Moment sind dem Konstruktor jetzt

Schwerpunktkoordinaten, Masse und Massentrigheitsmomente zu iibergeben.

Im Anhang sind kommentierte Modelle fiir den Schubkurbeltrieb als holonomes und
fiir die Kufe als nichtholonomes System enthalten, um die allgemeine Darstellung der

drei Schritte an konkreten mentalen Modellen zu demonstrieren.

4.3 SIMULINK

Mit dem Paket SIMULINK erh&lt man ein rechnerinternes Modell eines Starrkorper-
systems, indem man das mathematische Modell in Form von Blocken zu einem Block-
schaltbild zusammensetzt. Dazu gibt es in SIMULINK eine Vielzahl an Blocken, die
eine flexible Modellierung erlauben. So gibt es zum Beispiel Blécke mit linearem und
nichtlinearem Ubertragungsverhalten, Blocke, die im Zeit- und im Laplacebereich de-
finiert sind, oder Blocke, die die Interaktion mit MATLAB ermoglichen. Die letzte
Art von Blocken gestattet es, Teile des mathematischen Modells mittels MATLAB-
Funktionen zu beschreiben. Die verschiedenen Blocke sind alle untereinander kombi-
nierbar. Wenn das Blockschaltbild eingegeben ist, kann man mit SIMULINK oder auch
direkt mit MATLAB Simulationen an ihm durchfiihren.

Da die Blocke Ein- und Ausgénge haben, muf man jede Gleichung des mathematischen
Modells zunéchst nach einer Variablen auflosen. Man kann jede Gleichungen als einen
Block betrachten, bei dem der Ausgang die Variable ist, nach der aufgelost wurde. Die
anderen Variablen sind die Eingénge des Blocks. Aus den Blocken ist genau dann ein
vollstandiges Blockschaltbild erstellbar, wenn die Einginge der einzelnen Blocke die

Eingénge des Gesamtsystems oder die Ausgidnge anderer Blocke sind.

Aus der Vorgehensweise wird deutlich, dal nicht jede aufgeloste Form der Gleichungen
zu einem vollstindigen Blockschaltbild fiihrt. Zudem hingt es davon ab, inwieweit die
Gleichungen iiberhaupt auflésbar sind. Es gibt aber zwei Regeln, die das Auflésen der

Gleichungen erleichtern:

e 7u jeder Grofe, die mit dem mathematischen Modell bestimmt werden soll, gibt
es mindestens eine Gleichung, in der diese Gréfe auftritt. In dieser Gleichung

kann man die Gréfe als Ausgangsgrofle betrachten.
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e Tritt eine Grofe, die mit dem mathematischen Modell bestimmt werden soll, nur
in einer Gleichung auf, dann ist in dieser Gleichung die Gréfe als Ausgangsgrofe

zu betrachten.

In den mathematischen Modellen von Starrkérpersystemen sind die zu bestimmenden
Grofen die unabhéingigen Beschleunigungen und die Zwangsgroflen oder die LAGRAN-
GEschen Faktoren. Da diese Groéflen linear in den Gleichungen auftreten, sind die
Gleichungen nach diesen Grofen auflosbar. Ein Problem konnen jedoch die Zwangs-
bedingungen darstellen, falls die holonomen Zwangsbedingungen nicht nach den ab-
héngigen Koordinaten oder die nichtholonomen Zwangsbedingungen nicht nach den

abhéingigen Geschwindigkeiten auflosbar sind.

Im nachfolgenden wird eine Vorgehensweise beschrieben, die ein mathematisches Mo-
dell eines Starrkorpersystems in ein Blockschaltbild iiberfithrt. Die Vorgehensweise
setzt voraus, dafl die Zwangsbedingungen auflésbar sind. Die Bildung des Blockschalt-

bildes erfolgt in drei Schritten:

1. Bildung eines Blocks fiir die Zwangsbedingungen

2. Bildung von Blocken, die die unabhingigen Beschleunigungen als Ausginge ha-

ben

3. Bildung von Blocken, die die Zwangsgréflen oder die LAGRANGEschen Faktoren

als Ausgéinge haben

Der erste Block hat als Eingdnge die unabhéngigen Koordinaten, Geschwindigkeiten
und Beschleunigungen. Die Ausginge sind die abhingigen Koordinaten, Geschwin-
digkeiten und Beschleunigungen. Die Gleichungen, die der Block darstellt, sind die
Zwangsbedingungen und deren zeitliche Ableitungen. Mit ihnen sind gerade die ab-
hingigen Gréflen aus den unabhingigen Gréflen bestimmbar. Dazu muf zum einen
festgelegt werden, welche Koordinaten, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen un-
abhéingig und welche abhiingig sein sollen. Zum anderen sind die Gleichungen unter

Beriicksichtigung der angegebenen Regeln aufzultsen.

Aus den Bewegungsgleichungen sind jetzt, unter Beriicksichtigung der angegebenen
Regeln, Gleichungen fiir die unabhéngigen Beschleunigungen zu suchen und nach ihnen

aufzulosen. Fiihrt man fiir jede dieser Gleichungen wieder einen Block ein, dann sind
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deren Ausgangsgrofen die unabhéngigen Beschleunigungen. Die Eingangsgrofen sind
die Koordinaten, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen sowie die Zwangsgrofen

oder die LAGRANGEschen Faktoren.

Die abhéngigen Koordinaten, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen sind die Aus-
gangsgroken des Blocks fiir die Zwangsbedingungen. Die unabhéngigen Koordinaten
und Geschwindigkeiten erhilt man, indem die unabhéngigen Beschleunigungen durch
Integrationsblocke auf die unabhéingigen Geschwindigkeiten und die unabhingigen Ge-
schwindigkeiten ebenfalls durch Integrationsblécke auf die unabhéngigen Koordinaten
iibertragen werden. Damit stehen jetzt auch alle Eingénge fiir den Block der Zwangs-

bedingungen bereit.

Als letztes sind die restlichen Gleichungen der Bewegungsgleichungen, wieder unter
Beriicksichtigung der Regeln, nach den Zwangsgrofien oder den LAGRANGEschen Fak-
toren aufzulosen. Fiihrt man auch hier fiir jede Gleichung einen Block ein, dann sind
die Ausgangsgréflen die Zwangsgroflen oder die LAGRANGEschen Faktoren. Die Ein-
gangsgrofen sind die Koordinaten, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen sowie die

Zwangsgroflen oder die LAGRANGEschen Faktoren.

Faft man die Blocke der Bewegungsgleichungen, die zu einem starren Korper gehoren,
zu einen neuen Block zusammen, dann besteht das zusammengefafite Blockschaltbild
aus dem Block der Zwangsbedingungen und den einzelnen Blocken fiir die starren
Korper. Ein solches Blockschaltbild gibt Aufschluff iiber das Zusammenwirken der

starren Korper, da die Struktur des Systems noch erhalten ist.

Durch die verschiedenen Riickfiihrungen treten algebraische Schleifen auf. Sie haben
ihren Ursprung in den Abhéngigkeiten der Beschleunigungen. Da diese Abhingigkeiten
linear sind, handelt es sich um lineare algebraische Schleifen. In SIMULINK sind diese
Schleifen nicht 16sbar. Eine Abhilfe dieses Problems stellt der Block Memory dar, der
in eine solche Schleife einbaubar ist. Dieser Block setzt den Wert des Ausgangs zum

Zeitpunkt ¢; auf den Wert des Eingangs zum vorherigen Zeitpunkt ¢;_;.

Die Schleifenlosung mit dem Block von SIMULINK erfordert einen Startwert. Einen
korrekten Startwert kann man in der Regel nur durch die Losung des mathematischen
Modells zum Anfangszeitpunkt erlangen. Verwendet man einen N&herungswert, dann
ist besonders bei nichtlinearen Systemen mit falschen Ergebnissen der Simulationen
zu rechnen. Eine echte Abhilfe ist nur die Elimination der Schleifen, bevor man das
Blockschaltbild eingibt. Dabei geht jedoch die Struktur verloren.
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Im Anhang ist das Vorgehen fiir das Blockschaltbild des Schubkurbeltriebes und fiir
das Blockschaltbild der Kufe beschrieben.
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5 Restiimee und Ausblick

Die Bildung eines Modells erlaubt es, Experimente an einem System zu umgehen,
indem man am Modell Simulationen durchfiihrt. Bei der Interpretation der Ergebnisse
ist jedoch zu beriicksichtigen, daff das Modell nur ein begrenztes Abbild des Systems
ist. Die Abbildung erfolgt im Zusammenhang mit einer Frage beziiglich des Systems,
so dafl das Modell nur die Eigenschaften des Systems beinhaltet, die notwendig sind,

um die Frage hinreichend beantworten zu kénnen.

Der Weg zum rechnerinternen Modell fiihrt iiber verschiedene Zwischenmodelle, bei
denen der Informationsgehalt sinkt und die Abstraktion steigt. Ausgehend von einem
mentalen Modell, das nur von einem Experten gebildet werden kann, ist die Wunsch-
vorstellung, das mentale Modell in Form eines fachbezogenen grafischen Modells in
den Computer einzugeben. Werkzeuge zur Unterstiitzung des Modellbildungsprozesses
sollten hieraus iiber ein mathematisches und ein algorithmisches Modell ein rechnerin-

ternes Modell erzeugen.

Ubertrigt man die Einteilung eines Systems in Elemente und Beziehungen auf Starrkor-
persysteme, dann sind die Elemente die starren Korper und die Beziehungen die Kréfte
und Momente, iiber die die starren Korper untereinander oder mit der Umgebung in
Beziehung stehen. Das mathematische Modell eines Starrkdrpersystems besteht aus
den Zwangsbedingungen und den Bewegungsgleichungen. Die Zwangsbedingungen be-
schreiben die Beziehungen des Systems; die Bewegungsgleichungen beschreiben die

Elemente.

Bedingt durch die unterschiedlichen Verfahren zum Aufstellen der Bewegungsgleichun-
gen erhilt man nicht aus allen mathematischen Modellen die gleichen Informationen.
Das bezieht sich insbesondere auf die Zwangsgrofen, die bei den Prinzipien der ana-
lytischen Mechanik umgangen werden. Das Einfiihren der LAGRANGEschen Faktoren

ist nur eine Abhilfe, falls Zwangsbedingungen nicht auflésbar sind.

Die Ableitung des mathematischen Modells innerhalb einer Software ist unkritisch, da
die Beschreibung der Elemente und Beziehungen nach einem festen Schema abliuft.
Im Gegensatz dazu ist die Generierung eines algorithmischen Modells kritisch. Um
ein algorithmisches Modell zu erhalten, ist im allgemeinen ein differential-algebraisches
Gleichungssystem zu manipulieren. Hier ist besonders die Verarbeitung der Zwangs-

bedingungen schwierig.
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Anzustreben ist es, nur die Struktur eines Systems eingeben zu miissen. Wie die Grofien
zwischen den Elementen gerichtet sind, sollte die Software ermitteln. Die ausgewéhlte
Software zeigt, dafl die Bildung eines algorithmischen und damit auch eines rechner-
internen Modells problematisch ist. Hier kann eine Analyse des eingegebenen Modells
helfen, besser verarbeitbare Strukturen zu finden. In diesem Bereich kann besonders
eine Kombination aus Informatik- und Maschinenbauwissen zu besseren Resultaten

fiithren.

Ein Mangel der Software ist die fehlende Unterstiitzung bei der Simulation. Die Soft-
ware sollte erkennen, ob die Losungsalgorithmen iiberhaupt auf das rechnerinterne
Modell anwendbar sind. So diirfen numerische Integratoren nur auf stabile Systeme
angewendet werden. Zudem ist es wiinschenswert, neben der statischen und dynami-
schen Simulation auch Simulationen durchfithren zu kénnen, die Aussagen iiber die

Stabilitdt im Zustandsraum geben.

Eine weitere Hilfe der Software wire es, die mentalen Modelle in Form von grafischen
Modellen einzugeben. Gegeniiber den textuellen Methoden haben grafische Methoden
den Vorteil, dals die Modelle schneller iiberschaubar sind. Zudem koénnte man die
Grafik dazu benutzen, die Bewegung des Systems zu animieren. Solche Animationen

bieten einen schnelleren Uberblick iiber die Bewegung als einfache Plots.

An den Fallbeispielen wird deutlich, dafl textuelle Beschreibungen wie bei AUTO-
LEV oder der IMECH Mechanik-Bibliothek durchaus eine einfache Beschreibung von
Starrkorpersystemen gestatten. Die Einschrinkungen von AUTOLEYV hinsichtlich der
Zwangsbedingungen fiithren zu mathematischen Modellen, die leicht in algorithmische
Modelle iiberfiihrbar sind. Dagegen enthélt die IMECH Mechanik-Bibliothek verschie-
dene Moglichkeiten, geschlossene Ketten zu modellieren, so daff man unter Umstanden
erst durch eine Umkonfiguration von Gelenken effizient zu 16sende Strukturen erhilt.
Auch bei dem Einsatz von SIMULINK zeigt sich die Schwierigkeit, ein algorithmisches
Modell zu erhalten.
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A Fallbeispiel Schubkurbeltrieb

A.1 Kinematik

Die Konfiguration des Schubkurbeltriebes wird durch die kartesischen Koordinaten
der Schwerpunkte und durch die EULER-Winkel der starren Koérper beschrieben. Die
kartesischen Koordinaten beziehen sich auf den Lagerpunkt A und die EULER-Winkel

auf das Inertialsystem N. Die Bezeichnungen entsprechen denen der Abbildung 7.

Kinematik des freien Lenkers

e kartesischen Kooordinaten: x, yr, 21,

e BEULER-Winkel: ¢;, 01, ¥1,

Ortsvektor 752, absolute Geschwindigkeit v und absolute Beschleunigung a“r des

Lenkerschwerpunktes:
’l"SL = TN +YrNo+ 2 N3
S . . .
vt = Tpmg+yrne + Zrng
S .. .. ..
a’t = Ipmg+yrno+zrns

Einheitsvektoren Iy, s und I3 des korperfesten Lenkerkoordinatensystems:

Iy, = (cosor costy, — sin @y, cos by, sinr) ny
+(sin ¢, cos Py, + cos ¢y, cosfy, siny) ng
+sin @, sin Y, ng

lo = (—cosdy sint)y, — sin ¢y, cosf, cosr) ng
+(—sin @z, siny, + cos ¢, cos Oz, cos ) ny
+sin @y, cos g, n3

l; = sin¢yg sinfp ny — cos ¢, sin gy ny + cos O, ng

absolute Winkelgeschwindigkeit w” des Lenkers:

wh = (éL cos ¢, + 1/}L sin 0, sin ¢r,) g
+(0L sin QSL - ’(/JL sin0L COS ¢L) o
+(ér, + 1, cosfr) ns
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absolute Winkelbeschleunigung o’ des Lenkers:

al = (0L cos ¢r, — 0 q3L sin ¢r,) ny

—i—(zﬁL sin @7, sin ¢, + ¢L 0; cosfy sin o1, + ¢L (;.SL sin 7, cos ¢r) ny

+(0, sin ¢r, + 0y, ¢, cos ¢r) ny

+(—¢L sin 07, cos ¢, — ¢L éL cos By, cos ¢r, + 1/.)L q‘ﬁL sin 0, sin @) no
(

+ C.ZSL + ’(LL COS HL — ¢L éL SiIlOL) T3

Kinematik des freien Pleuels

e kartesischen Kooordinaten: zp, yp, zp

e EULER-Winkel: ¢p, Op, p

Ortsvektor 797, absolute Geschwindigkeit v°7 und absolute Beschleunigung a7 des

Pleuelschwerpunktes:
TSP = Ipmn;+Ypmny+ 2Zpngy
’USP = a'cpn1+ypn2—|—z'pn3
S " . .
a’” = Ipny+yYpno+zpng

Einheitsvektoren p,, p, und p; des korperfesten Pleuelkoordinatensystems:

p, = (cosop cosyp —singp cosfp sinyp) ng
+(sin @p cosYp + cos ¢p cosBp sinp) ny
sin fp sinYp ns

Py = (—cos¢p sinyp —singp cosfp coshp) ny
+(—sin ¢p sinp + cos pp cosfp cosPp) Ny
+sinfp cosyYp ng

p; = singp sinfpn; — cosgp sinlp ny + coslpng

absolute Winkelgeschwindigkeit w? des Pleuels:

wf = (ép cos pp + 1[11: sin fp sin ¢p) nq
+(9p sin ¢P - ’(/'Jp sin ep COS ¢p) Nno

+(¢p + Up cosfp) ns
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absolute Winkelbeschleunigung af des Pleuels:

af = (ép cos op — Op q3p sin ¢p) 1y

+(¢p sin 913 sin ¢p + 1/‘113 ép COS 0]3 sin d)p + ¢p (‘bp sin0p COS ¢p) T

+(0p sin ¢p + Op ¢p cos gp) 1y

+(—1ﬁp sinfp cos ¢pp — @bp ép cosfp cos pp + 1/.)1: gf)p sin fp sin ¢p) ny
(

+ (-b.P + 12313 cosfp — ¢P éP sinfp) ng

Kinematik des freien Kolbens

e kartesischen Kooordinaten: zg, vk, 2k

e EULER-Winkel: ¢g, Ok, ¥k

Ortsvektor 7%, absolute Geschwindigkeit v% und absolute Beschleunigung a°% des

Kolbenschwerpunktes:
9K = Tpng +yg ny + 2k ns
’USK = :'cKnl—i-yKnQ—i—ang
a’® = Fxmni+ixn.+ ik ns

Einheitsvektoren kq, ks und k3 des korperfesten Kolbenkoordinatensystems:

ki = (cosdx costhix — sin dx cos b sin i) ny
+(sin @ cos Y + cos P cos Ok sinPg) ny
+sinfg sin g ng3

ky = (—cos¢g sinyg —singg cosfg cos i) ny
+(—sin ¢ sin g + cos px cos g cos ) no
+sinfg cos g n3

k3 = sin¢gg sinfg nq — cos ¢px sin g ng + cos Ok ng

absolute Winkelgeschwindigkeit w® des Kolbens:

wk = (OK cos o + wK sin Oy sin g ) nq
+(0K sin ¢K - ’(/.)K sinHK COS ¢K) no

+(px + Vx cosfx) s
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absolute Winkelbeschleunigung o des Kolbens:

aff = (GK cos P — O gbK sin ¢ ) g

+(1ﬁK sin fg sin ¢ + 7,/11( 01( cos O sin ¢ + TPK ¢K sin O cos ¢ ) nq

+(9K sin ¢x + O dx cos dK) T2

—|—(—1Z}K sin Ox cos dx — Vi Ox cosOx cos px + Vi b sin Oy sin dK) T2
(

+ ¢K + ¢K cosfx — ¢"K Oy sin Ok) ng

Zwangsbedingungen des Gelenks A

Das Gelenk A 14t nur eine einfache Drehung des Lenkers beziiglich des Inertialsystems

zu. Weiterhin ruht ein Endpunkt des Lenkers.

l1-n3 = 0
lg'ng =0

1
St——lly =0
r 2L1

0 = sin 9,; Sin’lﬁL
0 = sinf; cosvyy,
1
0 = 1 — g I1, (cos ¢p, costpr, — sin ¢, cosfr, sini)y)

1
0 = yr— 3 lr, (sin ¢y, cos g, + cos ¢, cosfr, sini)y)
1
0 = 21 — 5[[, SiIlHL Sinl/JL
Zwangsbedingungen des Gelenks B

Das Gelenk B 1afit nur eine einfache Drehung des Pleuels beziiglich des Lenkers zu.

Weiterhin ist ein Endpunkt des Lenkers mit einem Endpunkt des Pleuels verbunden.

p-l3 = 0

Py-lz = 0

rs”—llp—rsL—lll =0
2P 1 2L1
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0 = (cos¢p costyp —singp cosfp sinp) sin ¢y, sin by,
—(sin ¢p cosp + cos pp cosBp sinp) cos ¢y, sin by,
+sinfp sin¥p cos by,

0 = (—cos¢p sinyp —sin¢gp cosfp costhp) sin ¢, sin by,
—(—sin ¢p sintpp + cos pp cosfp cosp) cos ¢y, sin by,
+sinfp cosp cosby,

0 = zp-— %lp (cos ¢p cosp — sin ¢p cosp sinipp)
—x — %JL (cos ¢y, cos by, — sin ¢y, cos By, sin )
0 = yp— %lp (sin ¢p cosp + cospp cosfp sintp)
—yr — %ZL (sin ¢y, cos ¢, + cos ¢, cosfr sini)y)

1 1
0 = zp— Elp sinfp sinYp — zy, — §ZL sin @7, sin Yy,

Zwangsbedingungen des Gelenks C

Das Gelenk C' 1dt nur eine einfache Drehung des Kolbens beziiglich des Pleuels zu.
Weiterhin ist ein Endpunkt des Pleuels mit dem Schwerpunkt des Kolbens verbunden.

kl 'p3 - 0
k2 ‘p3 == 0
1
TSK—TSP—EZPPI = 0
0 = (cos¢g costpg — sin gk cosfk sintg) sin pp sinfp

—(sin @i cos Y + cos P cos By sin ) cos pp sinbp
+ sin Ak sin Yk cosfOp

0 = (—cosog sinyyy —sindg cos by costpy) sin¢p sinfp
—(—sin ¢k sin g + cos gpx cos O cos i) cos dp sinfp
+sin Ak cos g cosfp

1
0 = zg—zp— Elp (cos ¢p cosp — sin pp cosBOp sinhp)
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1
0 = yx—yp— Elp (sin ¢p costPp + cos ¢p cosBp sinp)

1
0 = zxk—2p— ilp sinfp sinYp

Zwangsbedingungen des Gelenks D

Das Gelenk D soll eine Verdrehung des Kolbens um die 3-Achse des Inertialsystems

und eine Verschiebung in 2-Richtung des Inertialsystems verhindern.

kl Ny = 0
rK . n, = 0
0 = sin@gg cosg + cos P cos bk sin Py

0 = yx

Aufgeltste Form der Zwangsbedingungen

Aus der Drehbehinderung des Gelenks A folgen die Gleichungen fiir 67, und ;. An-
schlieffend erhélt man aus der Drehbehinderung des Gelenks B die Gleichungen fiir p
und ¥p. Dann folgen aus der Drehbehinderung des Gelenks C' die Gleichungen fiir 6
und ¥g. Die Gleichung fiir ¢, ergibt sich schlieflich aus der Drehbehinderung des

Gelenks D. Aus den restlichen Zwangsbedingungen folgen dann die Gleichungen fiir

Tr, Yo, 2L, Tp, Yp, 2P, Tk, Yk, 2k und ¢p.

0, = 0
Y. = 0
1
T = il,; cos ¢,
1 .
Yy, = 5 ZL Sin ¢L
2, = 0
¢p = —arcsin (l—L sin qﬁL)
lp
fp = 0

vp = 0
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Tp

yp
Zp
Pk
Ok
VK
Tk
Yk

ZK

1
l, cosor + 3 lp cos ¢pp

I, singr, + %lp sin ¢p
0

0

0

0

l;, cos ¢, + lp cos ¢p
0

0

Es empfiehlt sich die Koordinaten die null sind in die Gleichungen der Kinematik ein-

zusetzen. Dadurch erhalten die Gleichungen der Kinematik eine wesentlich einfachere

Form.

Bereinigte Kinematik des Lenkers

Tr M1+ Yrne

T M1 + Y1 Ny

Tr My + Y N

coS ¢, My + Sin @g, Ny
—sin ¢, mq1 + cos ¢, Ny
ng

Q.SL ns

¢rLns3

Bereinigte Kinematik des Pleuels

Sp

Sp

Sp

Trpny +ypn2
Tpmny+Yp Ny

Ipni+ypmy
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Py = Ccosppmy +Singpng
p, = —singpn;+ cosopny
b3 = N3

- Q-SP ns

Fo= (;éP ng

Bereinigte Kinematik des Kolbens

roK = Tr T
VK = Gpng
aSK = f}( 1
kl = N,
kg = N9
kg = N3
K =0
a =0

A.2 Dynamik

Die Dynamik wird mit Hilfe der NEWTON-EULER Gleichungen beschrieben
dung 9 ist das Schnittbild des Schubkurbeltriebes dargestellt.

Impuls- und Drehimpuls des Lenkers

Impulssatz:

Impulsédnderung:

- L
I =m;a®

resultierende Kraft aus den eingepréigten Kriften und den Zwangskraften:

Fp=(F—F)n,+ (F, — F; —mpgg)ny + (Fy — Fg) ng

o7

. In Abbil-
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Impulssatz:

mp (Zn + Y ne) = (FL — Fy)ng + (Fo — Fs —myp g) ng + (F3 — Fs) ng

Drehimpulssatz beziiglich des Schwerpunktes:

. S1/L

D" = MSE

Drehimpulsdnderung beziiglich des Schwerpunktes:

. S /L

D =07 - ol + wh x (@iL-wL)

Dyade der Massentrigheitsmomente:

3
o7 =Y o741l

i=1
3

@iL cal = Z @ZLM l; (li : &L n3) = @if33 (EL ng3

i=1
3
S s ] S
07 -wh = > 075 li (li - pr.m3) = OFls3 b M3
i=1

. S./L

s o . s 5w
D = OL33PL M3+ PNy X Opl33 013 = O3 01, N3

resultierendes Moment aus den eingepréigten Kriften und -momenten und den Zwangs-

kraften und -momenten beziiglich des Schwerpunktes:

M7" = (M, — Ms)ny + (My — My) ny + M m
—% Il % ((Fy + Fy) ny + (B> + Fs) np + (Fs + Fy) )
= (M; — M3)n, + (My — My)ny + M ng
+% I, singr, (Fy + Fy) ng — %ZL cos ¢, (Fo + Fs) ng

1 1 .
+§ZL COS¢L (Fg + Fﬁ) Mg — 5 lL Slnqu (F3 + FG) nq
.
= (M1 — M3 — 5 lL sm¢L (F3 + Fs)) mnq
1
+(M2 — M4 + 5 lL COS ¢L (Fg + Fﬁ)) n9

1 1
+(M + §lL sin ¢r, (F1 + Fy) — §lL cos ¢, (Fy + F5)) ng
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Drehimpulssatz beziiglich des Schwerpunktes:
. 1 )
@i’%?’ ¢L Ny = (M1 - M3 — 5 lL sin ¢L (Fg + Fﬁ)) 1
1
+(My — My + 3 Iy, cos ¢, (F3 + Fs)) no

1 1
+(M + §ZL sin ¢y, (Fy + Fy) — 5 I, cos ¢y, (Fy + F5)) ng

Impuls- und Drehimpuls des Pleuels

Impulssatz:

Impulsidnderung:

. P
I :mpaSP

resultierende Kraft aus den eingepréigten Kriften und den Zwangskraften:

Fp=(Fy— Fr)ny+ (Fs — Fs —mpg)ny + (Fs — Fy) ng

Impulssatz:

mp (Z.i'p’nl +ijn2) = (F4 —F7) n; + (F5 —Fg —mpg) N9 + (FG —Fg) ng

Drehimpulssatz beziiglich des Schwerpunktes:

- Sp/P

D" = M

Drehimpulsdnderung beziiglich des Schwerpunktes:

- Sp/P

D :®}93P-ap+wpx(@ff-wp)

Dyade der Massentrigheitsmomente:

3
S S
0F = Z GPZipz' D;
=1

3
S . S .-
O -a” =3 O p; (p; - dpms) = O3 dp 1y
=1
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3
0y -w’=3" @1531;2' p; (P - ¢pm3) = @}9323 ¢p 13
i=1

. Sp/P

o . o o
D = Opl3 dp N3 + dp M3 X O3 dp N3 = O3 dp 13

resultierendes Moment aus den eingepréigten Kriften und -momenten und den Zwangs-

kriften und -momenten beziiglich des Schwerpunktes:

M3 = (Ms— M;)n, + (My — Mg) n,
—% lopy % ((Fy+ Fr) n1 + (Fs + Fy) n + (Fs + Fy) 1)
= (M3 — Ms)n, + (My — M) ny
+% lp sin ¢p (Fy + F7)ng — %lp cos ¢p (F5 + F3) ng

1 1
+§ lp COS ¢p (F6 + Fg) Ty — 5 lp sin ¢P (F6 + Fg) nq
1 .
= (M;—Ms— 5 lpsindp (Fs + Fy)) ma
1
+(M4 - M6 + 5 lp COS QSP (Fﬁ + Fg)) No

1 . 1
+(§ lp singp (Fy + F7) — 5 lp cos ¢p (Fs + Fg)) ns

Drehimpulssatz beziiglich des Schwerpunktes:
. 1 )
@%’33 ¢P N3 = (M3 — M5 — 5 lP Sin ¢P (FG + Fg)) nq
1
+(M4 — M6 + 5 lp COS ¢p (F6 + Fg)) o

1 ) 1
+(§ lp Sin ¢p (F4 + F7) — 5 lp COS (bp (F5 + Fg)) N3

Impuls- und Drehimpuls des Kolbens

Impulssatz:

Impulsdnderung:

- K
I =mga®s
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resultierende Kraft aus den eingepréigten Kriften und den Zwangskraften:

Fg=(F—F)ny+ (Fs+ Fiop — mg g) no + Fyng
Impulssatz:

meéKnl=(F7—F)n1+(F8+F10—ng)n2+an3

Drehimpulssatz beziiglich des Schwerpunktes:

. Sy /K

D = M3X
Drehimpulsdnderung beziiglich des Schwerpunktes:

. SK/K

D :@}g(K-aK—l-wKx(@}q(K-wK)

Dyade der Massentragheitsmomente:

3
O = O35, ki k;

=1

3
O -af =Y 0%, ki(ki-0)=0

=1

3
O - wh =3 0% ki (ki-0)=0

=1

D" _0t+0x0=0

resultierendes Moment aus den eingepréigten Kriften und -momenten und den Zwangs-

kraften und -momenten beziiglich des Schwerpunktes:

MiK :M5n1+M6n2+M7n3

Drehimpulssatz beziiglich des Schwerpunktes:

0=M5n1+M6n2+M7n3
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Mathematisches Modell

Die Zwangsbedingungen, die nicht in die Gleichungen der Kinematik eingesetzt wurden,

gehoren zum mathematischen Modell.

rp, = =l cos¢p
2
Y, = 5[[, singbL

¢p = — arcsin (f—L sin gb,;)

P
1

zp = I c0s¢L+§lp cos ¢p
1

yp = I sin¢L+§lp sin ¢p

T = lp cos¢gr + lp cosop

Die Bewegungsgleichungen erhélt man durch einen Vergleich der Mafzahlen der Impuls-

und Drehimpulssitze.

mpZ, = Fy—Fy
mry, = Fy—Fs—mpg
0 = F3—F6

1

0 = Ml—M3—§lLsin¢L(F3+F6)
1

0 = MQ_M4+§ZL COS¢L(F3+F6)

®§,L33 ¢ = M+ 3 I singg, (Fy + Fy) — 3 Iz, cos ¢r, (Fy + Fy)

mpip = Fy—Fy
mpyp = Fs—Fg—mpg
0 = FG—FQ

1
0 = M3—M5—§lp sin¢p(F6+F9)
1
0 = M4—M6+§lp COS¢p(F6+F9)
@15353 op = B lp sin ¢p (Fy + F7) — 2 lp cos ¢p (Fs + Fy)
ijK = F7—F

0 = Fg+Foy—mkg
0 == Fg
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0 = M5
0 = M6
0 = M7

A.3 Modellbildung mit AUTOLEV
% Fallbeispiel: Schubkurbeltrieb

autoz on

% 3k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k k >k >k >k >k >k >k 3 3k 3k 3k 3k k 3k >k >k >k >k %k 3k 3k 3k 3k 3k 3k %k k %k %k %k %k >k 3k 3 %k % %k % %k %k k

% Deklaration der Objekte

% 3k 3k 3k 3k ok 3k 3k 3k ok 3k 3k 3k ok 3k 3k 3k 3k 3k 3k ok 3k 3k % Sk 3k k ok Sk 3k ok Sk 3k ok Sk 3k k ke 3k ok >k Sk ok 3k S ok ok 3 3k ok sk 3k K 3 3k ok 3k 3k %k %k 3k %k *k %k %k

% n ist das Inertialsystem

newtonian n

% 1 ist der Lenker

% p ist das Pleuel

% k ist der Kolben
bodies 1, p, k

% o ist der Ursprung des Inertialsystems

points o

% ql ist die verallgemeinerte Koordinate

h Winkel des Lenkers

% ul ist die verallgemeinerte Geschwindigkeit
% Winkelgeschwindigkeit des Lenkers

% f ist die Antriebskraft

% m ist das Lastmoment

variables q{1}’, u{1}’, f, m

% g ist die Erdbeschleunigung

% 11 ist die Laenge des Lenkers
% 1lp ist die Laenge des Pleuels
% ml ist die Masse des Lenkers
% mp ist die Masse des Pleuels
% mk ist die Masse des Kolbens

% 111 bis il6 sind die Massentraegheitsmomente des Lenkers

63
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% ipl bis ip6 sind die Massentraegheitsmomente des Pleuels
% ikl bis ik6 sind die Massentraegheitsmomente des Kolbens

constants g, 11, 1lp, ml, mp, mk, il{6}, ip{6}, ik{6}

Yo ok sk ok sk ke o sk ok s ok ok ke o sk ok s o sk ok e ook ke k s ok sk sk ok ok sk e o ok sk ek o sk ke o sk sk s ok ok sk ok s o ok ke sk ok k ke ok ok o ok
% Beschreibung der Kinematik

% 3k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k k >k >k >k >k >k >k 3 3k 3k 3k 3k k 3k >k >k >k >k %k 3k 3k 3k 3k 3k 3k %k k %k %k %k %k >k 3k 3 %k % %k % %k %k k

% kinematische Differentialgleichung

ql’=ul

% Transformationsmatrix von 1 nach n
simprot(n, 1, 3, ql)

% Transformationsmatrix von p nach n
simprot(n, p, 3, -asin(11/1lp*sin(ql)))

% Transformationsmatrix von k mnach n

simprot(n, k, 3, 0)

% Ortvektor von o mnach lo
p-o_lo>=11/2x11>

% Ortvektor von o nach po
p_o_po>=11%11>+1p/2*pl>

% Ortvektor von o nach ko

p_o_ko>=11%11>+1p*pl>

% Winkelgeschwindigkeit von 1 in n
angvel(n, 1)

% Winkelgeschwindigkeit von p in n
angvel(n, p)

% Winkelgeschwindigkeit von k in n

angvel(n, k)

% Geschwindigkeit von lo in n
v_lo_n>=dt(p_o_lo>, n)

% Geschwindigkeit von po in n
v_po_n>=dt(p_o_po>, n)

% Geschwindigkeit von ko in n

v_ko_n>=dt(p_o_ko>, n)

% Winkelbeschleunigung von 1 in n
alf_1_n>=dt(w_1_n>, n)

% Winkelbeschleunigung von p in n
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alf_p_n>=dt(w_p_n>, n)
% Winkelbeschleunigung von k in n

alf_k_n>=dt(w_k_n>, n)

% Beschleunigung von lo in n
a_lo_n>=dt(v_lo_n>, n)

% Beschleunigung von po in n
a_po_n>=dt(v_po_n>, n)

% Beschleunigung von ko in n

a_ko_n>=dt(v_ko_n>, n)

% 3k 3k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k k ok >k ok >k >k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k >k >k >k >k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k >k >k %k %k %k %k 3k >k %k % %k % %k %k >k

% Beschreibung der Dynamik

% 3k 3k 2k 3k 3k 3k 3k 2k 3k 3k 3k 3k ok 3k 3k 3k ok >k >k >k >k >k >k 3k 3k 3k 3k k ok dk ok >k >k >k K 3k 3k 3k 3k 3k k k >k >k K >k >k K 3k 3k 3 %k k k %k %k %k >k %k >k *k >k %k >k

% Gewichtskraefte
force(lo, -ml*gxn2>)
force(po, -mp*gxn2>)
force(ko, -mk*gxn2>)

% Antriebskraft
force(ko, -f*n1>)

% Lastmoment

torque(l, m*n3>)

% Massenzuordnungen

mass 1=ml, p=mp, k=mk

% Massentraegheitsmomentzuordnungen
inertia 1, ill, il2, il13, il4, ilb5, il6
inertia p, ipl1, ip2, ip3, ip4, ipb5, ip6
inertia k, ik1, ik2, ik3, ik4, ikb, ik6

% Berechnung der Bewegungsgleichung
zero=fr()+frstar()

kane()

% 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k ok >k >k >k >k >k >k 3k 3k 3k 3k 3k dk k >k >k >k >k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k k >k >k >k >k %k 3K 3k 3k 3k >k 3k k >k >k %k %k %k %k *k >k % >k

% Generierung des rechnerinternen Modells

% 3k 3k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k k >k >k >k %k >k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k >k >k >k >k %k 3k 3k 3k 3k 3k 5k 3k >k >k %k >k >k %k >k >k %k % >k % %k %k >k
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% Ausgabegroessen

output t, ql, ul
% Einheiten verschiedener Groessen
units t=s, ql=rad, ul=rad/s, f=N, m=Nm
units g=m/s~2, 1l=m, lp=m, ml=kg, mp=kg, mk=kg

units 11{1:6}=kg*m~2, ip{1:6}=kg*m~2, ik{1:6}=kg*m~2

% C Programm

code dynamics() skt.c, subs

solve(zero, [ul’])

save skt.all

A.4 Modellbildung mit der IMECH Mechanik-Bibliothek

// Fallbeispiel: Schubkurbeltrieb

#define AXIS_X 0
#define AXIS_Y
#define AXIS_Z 2

class Schubkurbeltrieb : public DynamicSystem {

public:

// Gelenk zwischen Inertialsystem und Lenker

RevoluteJoint GelenkA;

// Verbindung von Gelenk A nach Gelenk B (Lenker)
RigidPrismaticLink StabAB;

// Gelenk zwischen Lenker und Pleuel
RevoluteJoint GelenkB;

// Verbindung von Gelenk B nach Gelenk C (Pleuel)
RigidPrismaticLink StabBC;

// Gelenk zwischen Pleuel und Kolben
RevoluteJoint GelenkC;

// Gelenk zwischen Inertialsystem und Kolben

// Das Gelenk D3 wird geschnitten, um die geschlossene Kette

// Inertialsystem-Lenker-Pleuel-Kolben-Inertialsystem zu unterbrechen.
PrismaticJoint GelenkD1;

PrismaticJoint GelenkD2;
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UniversalConstraint

GelenkD3;

// Loeser fuer den Zwang

CO5ncfConstraintSolver Solver;

// System, das den Zwang festlegt

DynamicSystem

SolvedSystem;

// System, das die vom Zwang bestimmten Gelenke beinhaltet

DynamicSystem

// Koerper

FrameMass
FrameMass

FrameMass

Schubkurbeltrieb(

R 11,
1p,
ml,
mp,
mk,
R3x3 il,
R3x3 ip,
R3x3 ik

o o X T

);

//
//
//
//
//
//

//

ConstrainedSystem;

Lenker;
Pleuel;
Kolben;

Laenge des Lenkers in m
Laenge des Pleuels in m
Masse des Lenkers in kg
Masse des Pleuels in kg
Masse des Kolbens in kg
Massentraegheitsmomente des Lenkers in kg*m~2
Massentraegheitsmomente des Pleuels in kg*m~2

Massentraegheitsmomente des Kolbens in kg*m~2

} // end class Schubkurbeltrieb

Schubkurbeltrieb: :Schubkurbeltrieb(

R 11, R 1p,

R ml, R mp, R mk,

R3x3 il, R3x3 ip, R3x3 ik

// Erste Teilkette:
GelenkA (Frame_gy, AXIS_Z), // Drehung um die z-Achse
StabAB(GelenkA, AXIS_X, 11), // Verschiebung entlang der x-Achse um 11

GelenkB(StabAB, AXIS_Z), // Drehung um die z-Achse
StabBC(GelenkB, AXIS_X, 1lp), // Verschiebung entlang der x-Achse um lp
GelenkC(StabBC, AXIS_Z), // Drehung um die z-Achse

// Zweite Teilkette:
GelenkD1(Frame_gy, AXIS_X), // Verschiebung entlang der x-Achse
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GelenkD2(GelenkD1, AXIS_Z), // Verschiebung entlang der z-Achse

// Zwangsbedingung:

// Verbindung von Gelenk C und Gelenk D2

// Drehung um die x- und y-Achse
GelenkD3(GelenkC, GelenkD2, AXIS_X, AXIS_Y),

// Loeser wird als dynamischer Block in die Struktur eingebaut
SolvedSystem(GelenkA, GelenkD3),
ConstrainedSystem(GelenkB, GelenkD2),

Solver(SolvedSystem, ConstrainedSystem, true),

Lenker(GelenkA, ml, R3(11/2, 0, 0), il),
Pleuel(GelenkB, mp, R3(1p/2, 0, 0), ip),
Kolben(GelenkC, mk, R3(0, 0, 0), ik) {

append (GelenkA, Kolben);

} // end Schubkurbeltrieb::Schubkurbeltrieb

A.5 Modellbildung mit SIMULINK

Das Blockschaltbild fiir den Schubkurbeltrieb wird aus dem mathematischen Modell
der ersten beiden Abschnitte aufgebaut. Die folgende Aufzihlung gibt einen Uberblick
iiber die im mathematischen Modell auftretenden Gréfen.

e Koordinaten: zy, yr, ¢, Tp, Yp, 0P, Tk

e Geschwindigkeiten: zp, 9, gf)L, Tp, Up, (;.Sp, Tk

e Beschleunigungen: Zp, 4z, c}gL, Ip, Yp, (25]3, TK

o Zwangsgrofen: FY ... Fiy, M;...M;

e Parameter: g, Iy, lp, mp, mp, mg, @ifgga 9%33

e unabhingige Koordinate: ¢p,

e unabhingige Geschwindigkeit: o1,

e unabhéngige Beschleunigung: b1
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e abhingige Koordinaten: xr, yr, p, yp, ¢p, Tk
e abhingige Geschwindigkeiten: %, vy, Tp, ¥p, bp, ix

e abhingige Beschleunigungen: ., iz, Zp, yp, éép, TK

Aus den Zwangsbedingungen des mathematischen Modells kann man die abhéngi-
gen Koordinaten aus den unabhiingigen Koordinaten berechnen. Die Gleichungen fiir
die Geschwindigkeiten sind die ersten zeitlichen Ableitungen der Zwangsbedingungen.
Weiterhin sind die Gleichungen fiir die Beschleunigungen die zweiten zeitlichen Ab-
leitungen der Zwangsbedingungen. Diese Gleichungen bilden den Block, der als Ein-
gangsgrofien die unabhéngigen und als Ausgangsgréflen die abhingigen Koordinaten,

Geschwindigkeiten und Beschleunigungen hat.

Aus den Bewegungsgleichungen miissen Gleichungen fiir die unabhiingigen Beschleuni-
gung und die Zwangsgrofen gewonnen werden. Die nachfolgenden Gleichungen sind das
Ergebnis. Die Reihenfolge, in der sie aufgefiihrt sind, entspricht der ihrer Ermittlung.
Zunichst ergibt sich fiir die unabhéngige Beschleunigung eine Gleichung. Anschliefend
erhilt man aus den verbleibenden Gleichungen die Zwangsgrofen. Geht man dabei zu-
nichst in der Reihenfolge F} ... Fjy und M;... M; vor und stellt eine Zwangsgrofse,
falls es fiir sie mehrere Gleichungen gibt, hinten an, dann folgt daraus die nachfolgen-
de Reihenfolge der Gleichungen. Dabei miissen zum Schluff die Gleichungen fiir die

Zwangsgréfen Fy, F5, F; und Fg durch Probieren gefunden werden.

. 1 1, 1
br = o (M‘l‘ilL Sln¢L(F1+F4)_§lL cos ¢r (F + F5))
L,33

F, = mpap+Fy

Fy = mpypr+Fs+mpg
Fio = mgg—F
1
M1 = M3 + EZL sin¢L (Fg + Fﬁ)

1

M2 = M4—§ZL COSQZSL(Fg-f-FG)
1

M; = M5+§£P sin ¢p (Fs + Fy)

1
M4 = M6_§ZP COSd)P (F6+F9)
M5 = 0
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Mg = 0
M, = 0
Fy, = F
Fs = F,
F, = 0

F4 = mp."lfP+F7
Fs = mpyp+Fs+mpyg

F7 = mev'K+F

1 (2 O

F. =
8 coS ¢p

C'ZQP +sing/>p (F4 +F7)> — F5

lp

Ein reduziertes Blockschaltbild erhilt man, indem man die Gleichungen fiir die Zwangs-
grofen F3, Fy, Fy, M, ... M; und Fjy nicht mit einbezieht. Bis auf die letzte Zwangs-
grofe sind alle null. Die Zwangsgréfle Fig ist in keiner der anderen Gleichungen Ein-
gangsgrofe. Falit man die verbleibenden Impuls- und Drehimpulsgleichungen fiir den
Lenker, das Pleuel und den Kolben zusammen, dann ergeben sich daraus die Block-
schaltbilder nach den Abbildungen 12, 13 und 14. Das Blockschaltbild fiir das gesamte
mathematische Modell des Schubkurbeltrieb ist in Abbildung 15 dargestellt. In der
Tabelle 1 sind die Ein- und Ausgangsgréflen der Blocke aufgefiihrt.

(1]

M

ddxL =3>* L

| Issat: >

B e | —2

i > 0]
phiL

|_ ‘E@ Drehimpulssatz

Y g z-Komponente dphiL

.—5 Impulssatz

y-Komponente »3
ddphiL

Abbildung 12: Blockschaltbild des Lenkers
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ddphiP {:‘
» 1
F4

[B—>, |
ddxP ;E¢7
. Impulssatz T

x-Komponente

YYVVYY

F7 J
44>¢ Drehimpulssatz
ddyP o | z-Komponente

Impulssatz =E|
y-Komponente F5

Abbildung 13: Blockschaltbild des Pleuels

ddxK %7
pulssatz F

F x—-Komponente

Abbildung 14: Blockschaltbild des Kolbens

[ £ |

YVY

Lenker

o MATLABL___ I

Function

Zwangsbedingungen

YVYY JI

Pleuel

Kolben
F

Abbildung 15: Blockschaltbild des mathematischen Modells des Schubkurbeltriebes



A FALLBEISPIEL SCHUBKURBELTRIEB 72

Blockname Eingéinge Ausgiinge

Lenker /Impulss. x-Komp. I, Fy F

Lenker /Impulss. y-Komp. ir, Fs Fy

Lenker/Drehimpulss. z-Komp. | ¢, M, Fy, Fy, Fy, Fs br.

Pleuel /Impulss. x-Komp. ip, Fr F,

Pleuel /Impulss. y-Komp. ip, Fy Fy

Pleuel/Drehimpulss. z-Komp. | ¢p, bp, Fy, Fy, Fy Fy

Kolben /ITmpulss. x-Komp. I, F F;

ZwangsgroRen b1, b1, b1 Tr, Tr, Z1, YL, YL, UL
op, éP, CZP, Tp, Tp, Tp
yp, Yp; Yp; Tk, Tk, T

Lenker M, zp, Fy, yr, Fs b1, b1, PL

Pleuel bp, Gp, ¥p, Fr, ip | Fu, Fs

Kolben I, F Fr

Tabelle 1: Ein- und Ausgangsgréfen der Blocke des Schubkurbeltriebes. Die Grofen

sind an den Blocken von oben nach unten angetragen.
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B Fallbeispiel Kufe

B.1 Kinematik

Die Konfiguration der Kufe wird durch die kartesischen Koordinaten des Schwerpunk-
tes und durch die EULER-Winkel des starren Korpers beschrieben. Die kartesischen
Koordinaten beziehen sich auf einen Ruhepunkt und die EULER-Winkel auf das Iner-
tialsystem N. Die Bezeichnungen entsprechen denen der Abbildung 8.

Kinematik der freien Kufe

e kartesischen Kooordinaten: zg, yx, zx

e BEULER-Winkel: ¢x, Ok, Vi

Ortsvektor r°%, absolute Geschwindigkeit v% und absolute Beschleunigung a°% des

Kufenschwerpunktes:
’I‘SK = TN +YgMNa+ Zx N3
’USK = a'cKn1+g'/Kn2+2Kn3
a’c = igmi+ikn.+ ik ns

Einheitsvektoren k, ks und k3 des korperfesten Kufenkoordinatensystems:

ki = (cos¢dk costhix — sin dpx cos by sin i) ny
+(sin ¢ cos Y + cos P cos Ok sin Pk ) ny
+sinfg sin Y ng

ko = (—coso¢k sinyg —singg cosfx cos ) ng
+(—sin ¢ sin g + cos px cos O cos P ) No
+sinfg cos g n3

k3 = sin¢gg sinfg nq — cos ¢ sin g ng + cos Ok ng

absolute Winkelgeschwindigkeit w® der Kufe:

wk = (OK cos o + wK sin Oy sin gx ) nq
+(0K sinqSK - ’L/.)K sinHK COS ¢K) N9

+(px + Vx cosfk) s
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absolute Winkelbeschleunigung o der Kufe:

o = (HK cos P — O QSK sin ¢ ) nq

+ TﬁK sin g sin ¢ + wK HK cos Ok sin ¢ + ¢K qSK sin O cos ¢ ) nq

+ 91{ sin ¢px + 91{ d)K COS P ) Ty

+ —1]};( sin O cos ¢px — 1/)1( éK cos Ok cos o + ¢K (bK sin fx sin ¢x ) o

(
(
(
+(dx + Uk cosbx — vk Ok sinOx) ng

Holonome Zwangsbedingung des Gelenks A

Das Gelenk A soll keine Verschiebung der Kufe an der Lagerstelle in 3-Richtung des
Inertialsystems zulassen.

(’l"SK —ll kl) N3 :0

0= zx — [y sinfg sin Yk

Zwangsbedingung des Gelenks B

Das Gelenk B soll keine Verschiebung der Kufe an der Lagerstelle in 3-Richtung des

Inertialsystems zulassen.

(TSK+l2k1—lgk2)-n3:0

0= zx + Iy sinfg sinyg — I3 sin g cos Yk

Zwangsbedingung des Gelenks C

Das Gelenk C soll keine Verschiebung der Kufe an der Lagerstelle in 3-Richtung des

Inertialsystems zulassen.

(TSK+le1+l3k2)'n3:0

0= Zi + lg sin@K sin wK + l3 sin 0[( COS I/JK
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Aufgeloste Form der holonomen Zwangsbedingungen

Aus den drei holonomen Zwangsbedingungen erhilt man Gleichungen fiir die Koordi-

naten g, Y und zg.

fr = 0
Yg = 0
K = 0

Es empfiehlt sich die Koordinaten die null sind in die Gleichungen der Kinematik ein-
zusetzen. Dadurch erhalten die Gleichungen der Kinematik eine wesentlich einfachere

Form.

Bereinigte Kinematik der Kufe

T = ZTg N1+ Yk No

v = g+ Yk N

a’c = T M1+ i No
ki = cos¢gmng +singg ny
kg = —sinqSKnl—i-cosqSKng
k3 = N3
K= QSK ns
K= ¢K nj

Nichtholonome Zwangsbedingung des Gelenks A

Die Schneide am Gelenk A verhindert ein Gleiten der Kufe am Gelenk quer zur Schnei-
denrichtung.

(’USK—(JJKXllkl)'kQZO

0= —dg sindx + Yx cos b — ¢ Iy
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Aufgeloste Form der nichtholonomen Zwangsbedingung

Die nichtholonome Zwangsbedingung kann nach allen drei Geschwindigkeiten aufgelost
werden. Sie wird hier willkiirlich nach yx aufgelost.
1

"~ cos Ok

Uk (Tk singx + ¢K h)

B.2 Dynamik

Die Dynamik wird mit Hilfe der NEWTON-EULER Gleichungen beschrieben. In Abbil-
dung 10 ist das Schnittbild der Kufe dargestellt.

Impuls- und Drehimpuls des Kolbens

Impulssatz:

Impulsdnderung:

- K
I :mKaSK

resultierende Kraft aus den eingepréigten Kriften und den Zwangskraften:

FK = Fk:1+F1k2+(F2+F3+F4—ng)n3
= (F coso¢i — Fy sindg) ny + (F sinpg + Fy cos ¢k ) ny
+(F2+F3+F4—ng)n3

Impulssatz:

mi (Zx n1 + U n2) = (F cos g — Fy singg) ng

+(F singg + F1 cosdg) ne + (Fo + F3 + Fy — mg g) n3

Drehimpulssatz beziiglich des Schwerpunktes:

. SK/K

D™ = M3

Drehimpulsinderung beziiglich des Schwerpunktes:

. SK/K

D :@}g(K-aK—FwKX(@}q(K-wK)
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Dyade der Massentrigheitsmomente:
s s

=1

3
ey - af =Y @f{“ ki(ki-¢xn3) = @ﬁ(f33 ¢ ks

=1

3
O3 - wh = > @iKm ki(ki-oxmng) = 6%,(33 oK k3

=1

. Sk /K

D = 6}9(1,{33 dx ks + dx ko x @f(l,{33 dx ks = 6}9(1,{33 dx k3

resultierendes Moment aus den eingepriagten Kréiften und -momenten und den Zwangs-

kraften und -momenten beziiglich des Schwerpunktes:

M5 = Mns—1li ki x (Fiky+ Fyng) + (kg — lsksy) X Fyng
+(la k1 +13ky) X Fyng
= Mks— L Fiks+1l Foky—lyFyky— I3 Fyky — Iy Fyko + 13 Fy ky
= L(F,—F)ki+ 0=l (Fs+F))ky+ (M =1, F) ks

Drehimpulssatz beziiglich des Schwerpunktes:

@}q(lf?,:s dr ks =13 (Fs— Fy) ki + (L Fo — by (Fy + Fu)) ko + (M — 1, FY) k3

Mathematisches Modell

Die einzige Zwangsbedingung, die noch nicht in die Gleichungen der Kinematik einge-
setzt wurde, ist die nichtholonome Zwangsbedingung. Sie gehort zum mathematischen

Modell.
(ix singx + dx lh)

. 1
Yr = CoS Pk
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Die Bewegungsgleichungen erhélt man durch einen Vergleich der Mafizahlen des Impuls-

und Drehimpulssatzes.

mgix = F cos¢grg — Fi singg
mgiyx = F sin¢g + F} cos ok
0 = KL+ F3+F,—mgkg
0 = I3(F,—F3)
0 = LF—1(F3+Fy)
@}9(1,{33 bk = M—-1LF

B.3 Modellbildung mit AUTOLEV
% Fallbeispiel: Kufe
autoz on
Yo ok ko ok ok o ko sk o ok sk ok sk sk ok ok sk ok sk o ko ks ok sk sk o ks ok ok sk ok sk ok sk sk ok Rk o sk ok ok sk sk o ko ok ok ok

% Deklaration der Objekte

% 3k 3k 2k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k ok ok >k >k >k >k >k 3k 3k 3k 3k k dk dk >k >k >k >k >k 3k 3k 3k 3k 3k k k >k >k 3k >k >k 3k 3k 3k 3 %k k >k %k >k %k %k %k >k *k >k %k >k

% n ist das Inertialsystem

newtonian n

% k ist die Kufe
bodies k

% o ist der Ursprung des Inertialsystems
% p ist der Beruehrpunkt der Schneide

points o, p

% ql bis g3 sind die verallgemeinerten Koordinaten

h x-Koordinate der Kufe

h y-Koordinate der Kufe

h Winkel der Kufe

% ul bis u3 sind die verallgemeinerten Geschwindigkeiten
% Geschwindigkeit der Kufe in x-Richtung

yA Geschwindigkeit der Kufe in y-Richtung

h Winkelgeschwindigkeit der Kufe

% f ist die Antriebskraft
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% m ist das Lenkmoment

variables q{3}’, u{3}’, f, m

% g ist die Erdbeschleunigung

% 11 ist der Achsabstand 1

% mk ist die Masse der Kufe

% ikl bis ik6 sind die Massentraegheitsmomente der Kufe

constants g, 11, mk, ik{6}
% dekoksteosk ke s ok sk e s ke sk e e ke s ke s e ks e e s e e e e ke e ks sk s e s e ok
% Beschreibung der Kinematik

% 3k 3k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k 3k 3K 3k 3k 3k 3k 3k 5k ok >k ok %k >k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k >k >k >k >k >k 3k 3k 3k k¢ 3 3k 3k >k >k %k %k >k %k 3k >k 3k % >k % %k %k >k

% kinematische Differentialgleichungen

ql’=ul
q2’=u2
q3’=u3

% Transformationsmatrix von k nach n

simprot(n, k, 3, q3)

% Ortvektor von o nach ko
p_o_ko>=ql*n1>+q2*n2>
% Ortvektor von o nach p

p_o_p>=ql*n1>+q2*n2>-11%k1>

% Winkelgeschwindigkeit von k in n

angvel (n, k)

% Geschwindigkeit von ko in n
v_ko_n>=dt(p_o_ko>, n)
% Geschwindigkeit von p in n

v_p_n>=dt(p_o_p>, n)
% nichtholonome Zwangsbedingung
dependent[1]=dot (v_p_n>, k2>)

constrain(dependent [u2])

% Winkelbeschleunigung von k in n

alf_k_n>=dt(w_k_n>, n)

% Beschleunigung von ko in n
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a_ko_n>=dt(v_ko_n>, n)

% 3k 2k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k k ok >k ok >k >k >k 3 3k 3k 3k 3k k k ok >k >k >k %k 3k 3k 3k 3k 3k 3k k >k >k %k >k >k %k 3k 3k 4 4 %k %k %k %k >k

% Beschreibung der Dynamik

% 3k 3k 3k ok ok 3k 3k ok ok 3k 3k 3k ok 3k 3k 3k 3k ke 3k ok 3k 3k % Sk 3k ok ok 3k ok ok 3k 3k ok 3k 3k ok >k ok ok >k 3k ok 3k 3k ok ok 3 3k ok 3 3k K 3 3k ok 3 3k %k %k 3k %k *k %k %k

% Gewichtskraft
force(ko, -mk*g*n3>)

% Antriebskraft
force(ko, fxk1>)

% Lenkmoment

torque (k, m*n3>)

0,
% Massenzuordnung

mass k=mk

% Massentraegheitsmomentzuordnung

inertia k, ik1, ik2, ik3, ik4, ikb5, ik6

% Berechnung der Bewegungsgleichungen
zero=fr ()+frstar()

kane()

Yo ok sk ok ok ke o sk sk e ok ok ke o sk sk s o sk ok ook ke ok s ok sk sk ok ok sk e o ok sk ek o sk sk ke o sk sk s o ok sk k e o ok ke sk ok k ke ok ok ok ok
% Generierung des rechnerinternen Modells

% 3k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k k >k >k >k >k >k >k 3 3k 3k 3k 3k k 3k >k >k >k >k %k 3k 3k 3k 3k 3k 3k %k k %k %k %k %k >k 3k 3 %k % %k % %k %k k

% Ausgabegroessen

output t, ql1, 92, q3, ul, u2, u3

% Einheiten verschiedener Groessen
units t=s, ql=m, q2=m, q3=rad, ul=m/s, u2=m/s, u3=rad/s, f=N, m=Nm
units g=m/s~2, 1l1=m, mk=kg, ik{1:6}=kg*m~2

% C Programm

code dynamics() kufe.c, subs

solve(zero, [ul’, u3’])

save kufe.all
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B.4 Modellbildung mit der IMECH Mechanik-Bibliothek

// Fallbeispiel: Kufe

#define AXIS_X 0
#define AXIS_Y 1
#define AXIS_Z 2

class Kufe : public DynamicSystem {
public:
// Fuer die Kufe wird ein zum Originalmodell kinematisch

// gleichwertiges Modell benutzt.

// Gelenk 1 bis 3 ermoeglichen eine ebene Bewegung.

PrismaticJoint Gelenk1;
PrismaticJoint Gelenk?2;
RevoluteJoint Gelenk3;

// Abstand vom Schwerpunkt zur Schneide
RigidPrismaticLink Link;

// Richtung, in der die Geschwindigkeit null sein soll
FrameAxis Richtung;

// Gleitbedingung

SkidConstraint Schneide;
// Koerper
FrameMass Masse;
Kufe(
R 11, // Achsabstand 1 in m
R mk, // Masse der Kufe in kg
R3x3 ik // Massentraegheitsmomente der Kufe in kg*m~2
)3

} // end class Kufe

Kufe::Kufe(R 11, R mk, R3x3 ik)

Gelenkl(Frame_gz, AXIS_X), // Verschiebung entlang der x-Achse
Gelenk2(Gelenkl, AXIS_Y), // Verschiebung entlang der y-Achse
Gelenk3(Gelenk2, AXIS_Z), // Drehung um die z-Achse

Link(Gelenk3, AXIS_X, -11), // Verschiebung entlang der x-Achse um -11
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// Das Endkoordinatensystem von Link ist das Koordinatensystem, dessen
// Geschwindigkeit eingeschraenkt werden soll.
// Die Richtung ist die y-Richtung, das ist die Richtung quer zur Kufe.
Richtung(Link, AXIS_Y),
Schneide(Richtung, Frame_gz),

Masse(Gelenk3, mk, R3(0, 0, 0), ik) {
append(Gelenkl, Masse);

} // end Kufe::Kufe

B.5 Modellbildung mit SIMULINK

Das Blockschaltbild fiir die Kufe wird aus dem mathematischen Modell der ersten
beiden Abschnitte aufgebaut. Die folgende Aufzihlung gibt einen Uberblick iiber die
im mathematischen Modell auftretenden Gréfen.

e Koordinaten: =k, Yk, ¢k

e Geschwindigkeiten: g, g, bk,

e Beschleunigungen: Iy, 4k, (]5[(

o Zwangsgroen: Fi...Fy

e Parameter: g, Iy, ls, I3, mx, @}qug

e unabhingige Koordinaten: xg, yi, ¢k

e unabhiingige Geschwindigkeiten: Z, ¢

e unabhingige Beschleunigungen: #, ¢x

e abhingige Geschwindigkeit: yx

e abhingige Beschleunigung: yx

Aus der Zwangsbedingung des mathematischen Modells kann man die abhéngige Ge-

schwindigkeit berechnen. Die Gleichung fiir die abhéingige Beschleunigung erhélt man
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aus der ersten zeitlichen Ableitungen der Zwangsbedingung. Diese Gleichung bildet
den Block, der als Eingangsgréflen die unabhéngigen und als Ausgangsgrofien die ab-

hiéngigen Koordinaten, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen hat.

Aus den Bewegungsgleichungen miissen Gleichungen fiir die unabhéngigen Beschleuni-
gungen und die Zwangsgrofen gewonnen werden. Die nachfolgenden Gleichungen sind
das Ergebnis. Die Reihenfolge, in der sie aufgefiihrt sind, entspricht der ihrer Ermitt-
lung. Zunichst ergeben sich fiir die unabhingigen Beschleunigungen zwei Gleichungen.
Anschliefend erhélt man aus den verbleibenden Gleichungen die Zwangsgrofien. Geht
man dabei zunéchst in der Reihenfolge F ... F} vor und stellt eine Zwangsgrofe, falls es
fiir sie mehrere Gleichungen gibt, hinten an, dann folgt daraus die nachfolgende Reihen-
folge der Gleichungen. Dabei miissen zum Schlufs die Gleichungen fiir die Zwangsgrofen

Fy ... Fy durch Probieren gefunden werden.

1
g = — (F cos¢g — F} sin¢g)
mg
; 1
¢K - Sk (M—llpl)
O3
1 . .
F = p—— (mg Jx — F sin o)
Fy, = mgg—F3—F,
Fy; = Fy
l
Fy = —F-F

Ly

Ein reduziertes Blockschaltbild erhilt man, indem man die Gleichungen fiir die Zwangs-
grofen Fy . .. Fy nicht mit einbezieht, da sie in keine der anderen Gleichungen Eingangs-
grofen sind. Faflt man die verbleibenden Impuls- und Drehimpulsgleichungen fiir die
Kufe zusammen, dann ergibt sich daraus das Blockschaltbild nach Abbildung 16. Das
Blockschaltbild fiir das gesamte mathematische Modell der Kufe ist in Abbildung 17
dargestellt. In der Tabelle 2 sind die Ein- und Ausgangsgrofien der Blocke aufgefiihrt.
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Drehimpulssatz
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dphiK
ddphiK
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» xK
Impulssatz
x-Komponente
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ddxK
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[4] >
ddyK ;i(\/
Impulssatz
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Abbildung 16: Blockschaltbild der Kufe
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@F % E Mux
[ MATLAB| Demux — - >
g Function‘ g u > >
Zwangsbedingungen Kufe

Abbildung 17: Blockschaltbild des mathematischen Modells der Kufe
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Blockname Eingénge Ausgénge

Kufe/Impulss. x-Komp. F, Fi, ¢k ITK

Kufe/Impulss. y-Komp. ik, F, oK Fy

Kufe/Drehimpulss. z-Komp. | M, F} (lJK

ZwangsgroRen T, Ty B Yo Oy Oy O | Uk, Ui

Kufe M, F, yk, Uk Tk, Tk, Tk YK
bk, Px, Px

Tabelle 2: Ein- und Ausgangsgroffen der Blocke der Kufe. Die Gréfen sind an den

Blocken von oben nach unten angetragen.
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